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ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÑÕÎÄßÙÈÕÑß �ßÄÎÂ ÒÅÎ�ÈÈÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â Ï�ÅÄÅËÅ ÑÈËÜÍÎÉ ÑÂßÇÈ. ÔÓÍÊÖÈß�ÅËË-ÌÀÍÍÀ�ËÎÓ ÒÅÎ�ÈÈ '4È. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 äåêàáðÿ 2000 ã.Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñóììû ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçèïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì åãî êîý��èöèåíòîâ. Äàíà èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, îò-ðàáîòàíû ìåòîäèêà îöåíêè îøèáîê è ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ê òåîðèè '4 äàåòäëÿ åå �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó ïîâåäåíèå �(g) � 7:4g0:96 ïðè áîëüøèõ g. Áëèçîñòü èíäåêñà ê åäèíè-öå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ïðîÿâëåíèå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî âåòâëåíèÿ âèäà �(g) � g(ln g)�
 ñ
 � 0:14, â ïîëüçó ÷åãî åñòü íåçàâèñèìûå àðãóìåíòû. Â ëþáîì ñëó÷àå òåîðèÿ '4 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåíåïðîòèâîðå÷èâîé. Îáñóæäàåòñÿ ïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè ïðîèçâîëüíûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ.PACS: 74.50.+r, 74.60.Ge, 74.25.Fy1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîå èç�ëîæåíèå àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â êðàòêîì ñîîá�ùåíèè [1℄. Äàíà èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà íà òåñòî�âûõ ïðèìåðàõ, îòðàáîòàíà ìåòîäèêà îöåíêè îøèáîêè ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè. Â ðåçóëüòàòå òî÷íîñòüâîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè'4 � îñíîâíîãî �èçè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû �âîçðîñëà ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê.Àáñòðàêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäó�þùåì. Ïóñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíàW (g) ðàñêëàäûâà�åòñÿ â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì êîíñòàí�òû ñâÿçè g: W (g) = 1XN=0WN (�g)N : (1)Íåñêîëüêî ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâWN ìîæíî ïîëó�÷èòü ïóòåì ïðÿìûõ äèàãðàììíûõ âû÷èñëåíèé; äàëå�êèå ÷ëåíû ðÿäà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþìåòîäà Ëèïàòîâà [2℄, êîòîðûé ïðèìåíèì ê áîëüøèí�*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

ñòâó àêòóàëüíûõ çàäà÷ è äàåò äëÿ WN àñèìïòîòèêóâèäà (ñì. îáçîðû [3�5℄)W asN = 
aN�(N + b) � 
aNN b�1N !: (2)Ñøèâêà àñèìïòîòèêè (2) ñî çíà÷åíèÿìè ïåðâûõ êî�ý��èöèåíòîâ äàåò èí�îðìàöèþ îáî âñåõ ÷ëåíàõ ðÿ�äà è ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü �óíê�öèþ W (g), îäíàêî ýòî òðåáóåò ñïåöèàëüíîé ïðîöå�äóðû ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. �åàëèçà�öèÿ ýòîé ïðîãðàììû ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ñòî÷íîñòüþ äî òðåòüåãî çíàêà [6�8℄ è òåì ñàìûì ïðèí�öèïèàëüíî îñâîèòü îáëàñòü ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçèg � 1. Â äàëüíåéøåì èíòåðåñ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþóãàñ èç-çà ïðîáëåìû ðåíîðìàëîííûõ âêëàäîâ, ïîñòà�âèâøèõ ïîä ñîìíåíèå ìåòîä Ëèïàòîâà [9℄, è ïðîðûâàâ îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè íå ïðîèçîøëî.Ïðîäâèæåíèÿ â îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè òðåáóþòìíîãèå çàäà÷è òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Íàèáîëåå èç�âåñòíûå èç íèõ ñâÿçàíû ñ çàâèñèìîñòüþ ý��åêòèâ�íîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ g îò ìàñøòàáà ðàñ�ñòîÿíèé L: òàêîâû ïðîáëåìà ýëåêòðîäèíàìèêè íàñâåðõìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ è ïðîáëåìà êîí�àéíìåí�òà. Çàâèñèìîñòü g îò L â ïåðåíîðìèðóåìûõ òåîðèÿõîïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì5



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001� dgd lnL2 = �(g) = �2g2 � �3g3 + �4g4 � : : : (3)è â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò èí�îðìàöèè î �óíêöèè�åëë-Ìàííà�Ëîó �(g) ïðè ïðîèçâîëüíûõ g. Êëàññè��èêàöèÿ âîçìîæíîñòåé äàíà â êíèãå Áîãîëþáîâà èØèðêîâà [10℄ è äëÿ �2 > 0 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:åñëè �(g) èìååò êîðåíü â òî÷êå g0, òî g(L)! g0 ïðèL! 0; åñëè ïðè áîëüøèõ g �óíêöèÿ �(g) âåäåò ñåáÿêàê g� ñ � � 1, òî g(L) ! 1 ïðè ìàëûõ L; åñëèæå �(g) ðàñòåò êàê g� ñ � > 1, òî òåîðèÿ âíóòðåííåïðîòèâîðå÷èâà è íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàâèñèìîñòüg(L) ïðè âñåõ L.Ïåðâàÿ ïîïûòêà âîññòàíîâëåíèÿ �-�óíêöèè äëÿòåîðèè '4 ñ åâêëèäîâûì äåéñòâèåìSf'g = Z d4x�12(�')2 + 16�24! g'4� (4)ñäåëàíà â ðàáîòå [11℄. Ïðîäâèæåíèå â îáëàñòü ñèëü�íîé ñâÿçè ïðåäïðèíÿòî ãðóïïîé Øèðêîâà [12℄ è ïðè�âåëî ïðè áîëüøèõ g ê àñèìïòîòèêå 0:9g2, êîòîðàÿëèøü êîý��èöèåíòîì îòëè÷àåòñÿ îò îäíîïåòëåâîãîðåçóëüòàòà 1:5g2, ñïðàâåäëèâîãî ïðè g ! 0. Áëèç�êàÿ àñèìïòîòèêà 1:06g1:9 ïîëó÷åíà Êóáûøèíûì [13℄.Íåäàâíî ðàçâèòàÿ âàðèàöèîííàÿ òåîðèÿ âîçìóùå�íèé [14℄ äàåò 2:99g1:5. Âñå ðåçóëüòàòû1) ñâèäåòåëü�ñòâóþò î âíóòðåííåé ïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè '4,÷òî âûãëÿäèò ñòðàííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òâåðäîòåëü�íûõ ïðèëîæåíèé: ê òåîðèè '4 ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîñâîäèòñÿ ðàçóìíàÿ ìîäåëü íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòå�ìû [16, 17℄, õîðîøî îïðåäåëåííàÿ â êîíòèíóàëüíîìïðåäåëå. Äðóãîé àðãóìåíò ñëåäóåò èç íåäàâíåé ðà�áîòû àâòîðà [9℄: äîêàçàííîå â íåé îòñóòñòâèå ðåíîð�ìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé â òåîðèè '4 ìîæíî èíòåð�ïðåòèðîâàòü êàê ñâèäåòåëüñòâî åå âíóòðåííåé íåïðî�òèâîðå÷èâîñòè. Ïîýòîìó ðåâèçèÿ óêàçàííûõ ðåçóëü�òàòîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì âîññòà�íîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñóììû ðÿäà òåîðèè âîçìóùå�íèé â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè ïî çàäàííûì çíà÷åíè�ÿì åãî êîý��èöèåíòîâ (ðàçä. 2). Äàíà èëëþñòðàöèÿðàáîòû àëãîðèòìà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ñ èçâåñòíû�ìè êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ (ðàçä. 4) è êîý��è�öèåíòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëÿöèè(ðàçä. 5, 6). Îòðàáîòàíà ïðîöåäóðà îöåíêè îøèáîêè îïòèìèçàöèè (ðàçä. 3, 6). Îáñóæäàåòñÿ ñóììèðî�âàíèå ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè êîíå÷íûõ g è1) Çàìåòèì, ÷òî àâòîðû ðàáîòû [12℄ íå íàñòàèâàþò íà ñâîåìóòâåðæäåíèè, à âñÿ÷åñêè ïîä÷åðêèâàþò åãî ïðåäâàðèòåëüíûéõàðàêòåð (ñì. òàêæå [15℄).

ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå àñèìïòîòèêè W (g) ñóùåñòâåí�íî ïîâûøàåò åãî òî÷íîñòü (ðàçä. 7). Îñíîâíîå �èçè�÷åñêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè�óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè '4 (ðàçä. 8). Ïðèýòîì ìû èñõîäèì èç òîé æå èí�îðìàöèè, êîòîðàÿèñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòå [13℄, ò. å. çíà÷åíèé ïåðâûõ÷åòûðåõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ �-�óíêöèè âñõåìå âû÷èòàíèé [15, 18℄,�(g) = 32g2 � 176 g3 + 154:148 g4 � 233816 g5 + : : : ; (5)è èõ àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâ�êè ê íåé, âû÷èñëåííîé â [19℄:�N = 1:09616�2 N7=2N !�1� 4:7N + : : :� (6)(âèä ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ â (4) ñîîòâåòñòâóåò¾åñòåñòâåííîé¿ íîðìèðîâêå çàðÿäà, äëÿ êîòîðîé ïà�ðàìåòð a â (2) ðàâåí åäèíèöå). Ìû ïîêàæåì, ÷òîðåçóëüòàò ðàáîò [12, 13℄ íå ÿâëÿåòñÿ àðòå�àêòîìè îòðàæàåò îáúåêòèâíîå ïîâåäåíèå �(g) â îáëàñòè1 . g . 10. Îäíàêî èñòèííàÿ àñèìïòîòèêà íàñòóïà�åò ïîçæå è ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé íåïðîòèâîðå�÷èâîñòè òåîðèè '4.2. CÂßÇÜ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ W (g) ÑÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÏîñòàâèì çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè àñèìïòîòèêè�óíêöèè W (g) =W1g�; g !1; (7)ïî êîý��èöèåíòàìWN ðÿäà (1), êîòîðûå ðàñòóò ïðèáîëüøèõ N ïî �àêòîðèàëüíîìó çàêîíó (2) è ïðåä�ïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè ÷èñëåííî. Êàê ïðè ââåäåíèèêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ,èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ìåäëåííûå (ëîãàðè�ìè÷åñêèå)ïîïðàâêè ê çàêîíó (7) ÿâëÿþòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷�íîñòè. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà �óíêöèèW (g), êîòîðûé ìîæåò áûòü îáíàðóæåí ïî ïîÿâëå�íèþ íåïðàâäîïîäîáíî áîëüøèõ çíà÷åíèé èíäåêñà �,ðÿä (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðè��ìèðîâàííûì.2.1. Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ(¾êîí�îðì-áîðåëü¿)Ïîíèìàÿ ñóììó ðÿäà (2) â áîðåëåâñêîì ñìûñ�ëå [20℄, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìîäè�èöèðîâàííûìîïðåäåëåíèåì áîðåëåâñêîãî îáðàçà B(g):6



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :
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Q0 R0�èñ. 1. Áîðåëåâ
êèé îáðàç àíàëèòè÷åí â êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì (�1;�1=a) (à), è åãî îá-ëàñòü àíàëèòè÷íîñòè ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòüíà åäèíè÷íûé êðóã (á). Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèòè-÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü,òî äîïóñòèìî êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ëþ-áóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé òî÷êà u = 1 ÿâëÿåòñÿ áëè-æàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàò èç âñåõ ãðàíè÷íûõ òî-÷åê (â); ïðè ýêñòðåìàëüíîé �îðìå òàêîãî ïðåîáðà-çîâàíèÿ (18) îòîáðàæåíèå ïðîèñõîäèò íà ïëîñêîñòüñ ðàçðåçîì (1;1) (ã)
W (g) = 1Z0 dxe�xxb0�1B(gx);B(g) = 1XN=0BN (�g)N ; BN = WN�(N + b0) ; (8)ãäå b0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé óäîáíîèñïîëüçîâàòü äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîöåäóðû ñóììèðî�âàíèÿ [6℄. Êàê áûëî ïðåäïîëîæåíî â [6℄ è äëÿ òåîðèè'4 íåäàâíî äîêàçàíî àâòîðîì [9℄, áîðåëåâñêèé îáðàçàíàëèòè÷åí â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè g ñ ðàçðåçîìîò �1=a äî �1 (ðèñ. 1à). Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðî�äîëæåíèÿ B(g) èç êðóãà ñõîäèìîñòè jgj < 1=a íà ïðî�èçâîëüíûå êîìïëåêñíûå g èñïîëüçóåòñÿ êîí�îðìíîåïðåîáðàçîâàíèå g = f(u), îòîáðàæàþùåå ïëîñêîñòüñ ðàçðåçîì íà åäèíè÷íûé êðóã juj < 1 (ðèñ. 1á): òî�ãäà ïåðåðàçëîæåíèå B(g) â ðÿä ïî u,

B(g) = 1XN=0 BN (�g)N ��g=f(u) �! B(u) == 1XN=0UNuN ; (9)ïðè ëþáûõ g äàåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Äåéñòâèòåëü�íî, âñå âîçìîæíûå îñîáûå òî÷êè, P; Q; R; : : : ,�óíêöèè B(g) ëåæàò íà ðàçðåçå, à èõ îáðàçûP; Q; Q0; R; R0; : : :� íà ãðàíèöå êðóãà juj = 1, òàê÷òî âòîðîé ðÿä â (9) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ juj < 1; íîâíóòðåííîñòü êðóãà juj < 1 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îä�íîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îáëàñòüþ àíàëèòè÷íîñòèâ ïëîñêîñòè g.Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó�ëàìèg = 4a u(1� u)2 èëè u = (1 + ag)1=2 � 1(1 + ag)1=2 + 1 ; (10)îòêóäà ëåãêî íàéòè ñâÿçü UN è BN :U0 = B0; UN = NXK=1BK ��4a�K CN�KN+K�1(N � 1): (11)Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè àñèìïòîòèêè (7) ñ êîý��è�öèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî àñèì�ïòîòèêà UN ïðè áîëüøèõ N îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîéâêëàäîâ îñîáûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå êðóãàjuj = 1. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, çàïèñûâàÿ UN âòåðìèíàõ B(u), UN = IC du2�i B(u)uN+1 ; (12)è äå�îðìèðóÿ êîíòóð C, îõâàòûâàþùèé òî÷êóu = 0, òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë âîêðóã ðàçðåçîâ,ïðîâåäåííûõ îò âñåõ îñîáûõ òî÷åê äî áåñêîíå÷íî�ñòè. Åñëè â òî÷êå u0 = ei' èìååòñÿ îñîáåííîñòüA(1 � u=u0)� , òî îíà äàåò âêëàä â àñèìïòîòèêó UNâèäà A�(��) e�i'NN1+� : (13)Òåïåðü ëåãêî íàéòè âêëàäû â UN îò îñîáûõ òî÷åêèñõîäíîãî áîðåëåâñêîãî îáðàçà B(g); äëÿ ñòåïåííûõ7



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001îñîáåííîñòåé â òî÷êàõ g = 1, g = �1=a è g = g0 ñg0 2 (�1;�1=a) èìååì ñîîòâåòñòâåííîB(g) = Ag� �! UN = A�(2�) �4a�� 1N1�2� ;B(g) = A(g + 1=a)� �! UN == A(4a)��(�2�) (�1)NN1+2� ;B(g) = A(g � g0)� �! UN == 2A�(��) � 
os('=2)a sin3('=2)�� 
os('N � ��=2)N1+� ; (14)
ãäå ' = ar

os(1 + 2=ag0).Îñîáåííîñòè B(g) èçìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïà�ðàìåòðà b0 â (8). Åñëè B(g) è ~B(g) � áîðåëåâñêèå îá�ðàçû, ñîîòâåòñòâóþùèå b0 è b1, òî íåòðóäíî âûâåñòè�îðìóëó ïåðåñ÷åòà:~B(g) = 1�(b1 � b0) 1Z0 dx xb1�b0�1(1 + x)b1 B� g1 + x� ; (15)ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ëåãêî ïîëó÷èòü ïðàâèëî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé â êîíå÷íîé (g0) è áåñêîíå÷�íî óäàëåííîé òî÷êå ïðè ïåðåõîäå îò b0 ê b1:B(g) = A�(��)�g0 � gg0 �� �! ~B(g) == A�(�� � b1 + b0)�g0 � gg0 ��+b1�b0 ;B(g) = A�(�+ b0)g� �! ~B(g) = A�(�+ b1)g�: (16)Ìû âèäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè b0 îñîáåííîñòè ïðèêîíå÷íûõ g îñëàáëÿþòñÿ, òîãäà êàê õàðàêòåð îñî�áåííîñòè ïðè g = 1 îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ïðè äî�ñòàòî÷íî áîëüøèõ b0 âêëàä â UN êîíå÷íûõ îñîáûõòî÷åê ïîäàâëÿåòñÿ è àñèìïòîòèêà UN îïðåäåëÿåò�ñÿ îñîáåííîñòüþ B(g) (à ñëåäîâàòåëüíî, W (g)) ïðèg !1:UN = W1�(2�)�(b0 + �) �4a��N2��1; N !1: (17)Ýòà �îðìóëà ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó: êîý��è�öèåíòû UN ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (11) ñâÿçà�íû ñ èñõîäíûìè êîý��èöèåíòàìè WN (ñì. (8)), àèõ àñèìïòîòèêà (17) îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû W1 è �àñèìïòîòèêè (7).Èç �îðìóë (14) âèäíî, ÷òî âêëàä â UN îñîáîéòî÷êè g =1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, à âêëàä äðóãèõîñîáûõ òî÷åê � îñöèëëèðóþùèì. Ïîýòîìó ïðè óâå�ëè÷åíèè b0 îñöèëëèðóþùåå ïîâåäåíèå UN ñìåíÿåòñÿ

ìîíîòîííûì: ýòî ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü â [6℄ è ñèñòå�ìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàëîñü äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìî�ñòè, íî íå èìåëî óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ.2.2. Ìîäè�èöèðîâàííîå êîí�îðìíîåïðåîáðàçîâàíèåÁîëåå ý��åêòèâíûé àëãîðèòì âîçíèêàåò ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè ìîäè�èöèðîâàííîãî êîí�îðìíîãî ïðå�îáðàçîâàíèÿ.Ñîãëàñíî òåîðåìå �èìàíà [21℄, êîí�îðìíîå ïðå�îáðàçîâàíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûéêðóã ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ñ òî÷íîñòüþ äî òàê íà�çûâàåìîé íîðìèðîâêè; ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü çà��èêñèðîâàíà çàäàíèåì îáðàçîâ äâóõ òî÷åê � îä�íîé âíóòðåííåé è îäíîé ãðàíè÷íîé. Åñëè äîãîâî�ðèòüñÿ îòîáðàæàòü g = 0 â u = 0, à g = 1 âu = 1, òî êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå (10) ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëè�òè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áîðåëåâñêîãî îáðàçà íà ïðî�èçâîëüíûå êîìïëåêñíûå g. Ïîñëåäíåå, îäíàêî, íå ÿâ�ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì: äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâà�íèÿ â (8) äîñòàòî÷íî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿíà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü. Òîãäà äîïóñòèìûì ÿâ�ëÿåòñÿ êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ëþáóþ îá�ëàñòü òèïà ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1â, äëÿ êîòîðîé òî÷�êà u = 1 ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàòèç âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê: âòîðîé ðÿä â (9) áóäåòñõîäèòüñÿ ïðè juj < 1 è, â ÷àñòíîñòè, íà èíòåðâà�ëå 0 < u < 1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîëîæè�òåëüíîé ïîëóîñè. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî êîí�îðìíî�ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â òîì, ÷òî âêëàäû â UN îñîáûõòî÷åê P;Q;Q0; R;R0 : : : ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåíûè àñèìïòîòèêà UN ïðè âñåõ b0 îïðåäåëÿåòñÿ âêëà�äîì îñîáîé òî÷êè u = 1, ñâÿçàííîé ñ îñîáåííîñòüþ�óíêöèè W (g) ïðè g !1.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêñòðåìàëüíóþ �îðìóòàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòîáðàæàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàç�ðåçîì (�1;�1=a) íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì (1;1)(ðèñ. 1ã). Îíî èìååò âèäg = ua(1� u) (18)è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñâÿçè UN è BN :U0 = B0;UN = NXK=1 BKaK (�1)KCK�1N�1 (N � 1): (19)Àñèìïòîòèêà UN ïðè áîëüøèõ N èìååò âèäUN = U1N��1; N !1; (20)8



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :U1 = W1a��(�)�(b0 + �) ; (21)è â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ïðîñòîìó àëãîðèò�ìó: âû÷èñëÿÿ ïî çàäàííûì WN êîý��èöèåíòû BNñîãëàñíî (8), ïåðåñ÷èòûâàÿ èõ â UN ñîãëàñíî (19)è ïðîâîäÿ ïðè áîëüøèõ N îáðàáîòêó ïî ñòåïåííî�ìó çàêîíó (20), ìû îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû W1 è �àñèìïòîòèêè (7).2.3. �îñò ñëó÷àéíûõ îøèáîêÎïèñàííûå àëãîðèòìû îáëàäàþò ñêðûòûì äå��åêòîì, êîòîðûé ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò èõ òî÷�íîñòü.Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåííóþ êîý��èöèåíò�íóþ �óíêöèþFN = WNW asN = WN
aN�(N + b) == 1 + A1N + A2N2 + : : :+ AKNK + : : : ; (22)êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ è èìååò ðå�ãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïî 1=N ; â ïîñëåäíåì ìîæíîóáåäèòüñÿ, âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîïðàâêè êàñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà [19℄. Ïðàêòè÷åñêè FN çàäà�åòñÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ÆN (îøèáêà âû÷èñëå�íèÿ èëè îøèáêà îêðóãëåíèÿ), ÷òî ïîðîæäàåò ñëó÷àé�íóþ îøèáêó â UN , äèñïåðñèÿ êîòîðîé äëÿ àëãîðèòìàï. 2.2 èìååò âèä(ÆUN )2 = NXK=1 �
ÆK �(K + b)�(K + b0)CK�1N�1�2 : (23)Äëÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ âåëè÷èíà ÆK = Æ íå çàâèñèòîò K è âû÷èñëåíèå ñóììû ìåòîäîì ïåðåâàëà äàåòäëÿ áîëüøèõ N ðåçóëüòàòÆUN � 2NÆ; (24)äåìîíñòðèðóþùèé êàòàñòðî�è÷åñêèé ðîñò îøèáêè.Ïðè âû÷èñëåíèè ñ äâîéíîé êîìïüþòåðíîé òî÷íî�ñòüþ èìååì Æ � 10�14 è ÆUN ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêàåäèíèöû ïðè N � 452), ÷òî îãðàíè÷èâàåò òî÷íîñòüâîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè (7) óðîâ�íåì ïîðÿäêà 1%. Ñîãëàñíî (23), ïðè óâåëè÷åíèè b0îøèáêà óìåíüøàåòñÿ è îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷å�íèé N ðàñøèðÿåòñÿ, îäíàêî ïðè áîëüøèõ b0 â òàêîéæå ñòåïåíè çàòÿãèâàåòñÿ âûõîä íà àñèìïòîòèêó (20)è íèêàêèõ ïðåèìóùåñòâ íå âîçíèêàåò.2) Ýòî äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ â �îðìå áûñòðîíàðàñòà�þùèõ íåðåãóëÿðíûõ îñöèëëÿöèé.

Äëÿ àëãîðèòìà ï. 2.1 ñêîðîñòü ðîñòà îøèáîê åùåâûøå: ÆUN � �p2 + 1�2N Æ � 5:8NÆ; (25)à íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõb0 ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè îïòèìèçàöèè(ñì. ðàçä. 3). Òåì íå ìåíåå ýòîò àëãîðèòì ìîæåò îêà�çàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëü�òàòîâ â îáëàñòè ìàëûõ g (ðàçä. 7). Â äàëüíåéøåììû îáñóæäàåì àëãîðèòì ï. 2.2, îñíîâàííûé íà ìî�äè�èöèðîâàííîì êîí�îðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïðå�èìóùåñòâà êîòîðîãî áåññïîðíû â îáëàñòè ñèëüíîéñâÿçè.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî óæå èç-çà îøèáîê êîì�ïüþòåðíîãî îêðóãëåíèÿ òî÷íîñòü àëãîðèòìà îãðàíè�÷åíà óðîâíåì � 1% äàæå äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ,â êîòîðûõ êîý��èöèåíòû WN èçâåñòíû òî÷íî. Âðåàëüíûõ çàäà÷àõ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ WN ãîðàç�äî õóæå è ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ñîâåðøåííî áåçíà�äåæíîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê, ïîñêîëüêóçäåñü â îñíîâíîì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ îøèáêàìèèíòåðïîëÿöèè, âëèÿíèå êîòîðûõ íîñèò ñîâåðøåííîäðóãîé õàðàêòåð. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (19), èç�âåñòíîå â ìàòåìàòèêå êàê ïðåîáðàçîâàíèå Õàóñäîð��à [20℄, îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîìNXK=1Km(�1)KCK�1N�1 = 0; m = 0; 1; : : : ; N�2; (26)è ãëàäêèå îøèáêè, õîðîøî àïïðîêñèìèðóåìûå ïîëè�íîìàìè, îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè äàæå ïðèáîëüøîé èõ âåëè÷èíå3). Êîíå÷íî, îãðàíè÷åíèå, ñâÿ�çàííîå ñ êîìïüþòåðíûì îêðóãëåíèåì, îñòàåòñÿ, íîòî÷íîñòü 1% äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷�íîé è âðÿä ëè ìîæåò áûòü ïðåâçîéäåíà ïðè óðîâíåèí�îðìàöèè, äîñòóïíîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðîáëåìà îøèáîê îêðóãëåíèÿ ÿâ�ëÿåòñÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêîé è ìîæåò áûòü ðåøåíà ïó�òåì èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì òî÷íîéàðè�ìåòèêè, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öè�ð [22℄, îäíà�êî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ � è W1 çàâèñèò îò òî÷�íîñòè âû÷èñëåíèé ëèøü ëîãàðè�ìè÷åñêè. Áîëåå ñî�âåðøåííûå â ýòîì ñìûñëå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò,íî èõ îáñóæäåíèå âûõîäèò çà ïðåäåëû ðàáîòû; îíèäàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, íîîêàçûâàþòñÿ î÷åíü êàïðèçíûìè è ïëîõî ðàáîòàþò3) Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî ìíîãîêîý��èöèåíòîâ WN ñ íèçêîé òî÷íîñòüþ, èõ íóæíî èñïîëüçî�âàòü íå íåïîñðåäñòâåííî, à àïïðîêñèìèðîâàòü ãëàäêîé �óíê�öèåé.9



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîé èí�îðìàöèè. Îáñóæäàå�ìûé æå àëãîðèòì îáëàäàåò õîðîøåé ïîìåõîóñòîé÷è�âîñòüþ è, íà íàø âçãëÿä, èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ âû�ðàáîòêè íàäåæíîãî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ4).Ïðè îáðàáîòêå UN ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ìèíèìè�çàöèè �2 [22℄, �2 =Xi �yi � y(xi)�i �2 ; (27)ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè yi çàäà�íû â òî÷êàõ xi ñî ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêîé �i, à ïîä�ãîíêà ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ y(x).Ïðè ýòîì âåñüìà àêòóàëåí âîïðîñ î âûáîðå èíòåðâà�ëà Nmin � N � Nmax, â êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ îáðà�áîòêà: ïðè áîëüøèõ N âåëèêà ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèá�êà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (23); ïðè ìàëûõN ñóùå�ñòâåííà ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì,÷òî çàâèñèìîñòü UN åùå íå âûøëà íà àñèìïòîòè�êó (20) (ðèñ. 2à). Âåðõíèé ïðåäåë Nmax äîñòàòî÷�íî âûáðàòü èç óñëîâèÿ ÆUN � UN , òàê êàê òî÷êèñ á�îëüøèìè N óæå íå ñîäåðæàò èí�îðìàöèè; ýòîòâûáîð íå î÷åíü êðèòè÷åí, òàê êàê ïðîöåäóðà ìèíè�ìèçàöèè �2 àâòîìàòè÷åñêè äèñêðèìèíèðóåò òî÷êè ñáîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêîé � îíè âõîäÿò ïðèóñðåäíåíèè ñ âåñîì 1=�2i . Íèæíèé ïðåäåë Nmin âû�áèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì âåëè÷èíû �2, êîòîðàÿ ïðè ìàëûõNmin ïðèíèìàåò îãðîìíûå çíà÷åíèÿ, íî ïðè óâåëè�÷åíèè Nmin äîëæíà âûõîäèòü íà ¾íîðìàëüíûå¿ çíà�÷åíèÿ n � 
onstpn, ãäå n � ÷èñëî òî÷åê (ðèñ. 2á);îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå Nmin íàõîäèòñÿ íà ¾ïëàòî¿âáëèçè åãî ëåâîãî êðàÿ, ãäå ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèá�êà óæå ìåíüøå ñòàòèñòè÷åñêîé, íî èìåþùàÿñÿ èí��îðìàöèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî ïîëíî. Ôàêòè�÷åñêè óñëîâèÿ äëÿ ñòðîãîé ñòàòèñòè÷åñêîé òðàêòîâ�êè �2 íå âûïîëíÿëèñü, òàê êàê îøèáêè ÆUN ïðè ðàç�íûõ N íå áûëè íåçàâèñèìûìè (ñì. (23)): ïðàêòè÷å�ñêè ýòî ïðîÿâëÿëîñü â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ �2 ñòàíî�âèëèñü ìåíüøå ¾íîðìàëüíûõ¿ (øòðèõè íà ðèñ. 2á),à ñòàòèñòè÷åñêèå íåîïðåäåëåííîñòè ïàðàìåòðîâ � èW1 îêàçûâàëèñü î÷åíü ìàëûìè è íå îòðàæàëè ðå�àëüíóþ îøèáêó äàæå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Ïîýòî�ìó ìû ñ÷èòàëè âûáîð Nmin óäîâëåòâîðèòåëüíûì,4) Â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå òàêàÿ ñèòóàöèÿ õîðîøîèçâåñòíà [22℄. Âñå àëãîðèòìû, ãðóáî ãîâîðÿ, äåëÿòñÿ íà äâåãðóïïû: àëãîðèòìû ïåðâîé ãðóïïû èìåþò óìåðåííûå òî÷�íîñòü è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, íî îáëàäàþò âûñîêîé íàäåæ�íîñòüþ (íàïðèìåð, ïîèñê êîðíÿ óðàâíåíèÿ ïóòåì äåëåíèÿ îò�ðåçêà ïîïîëàì); àëãîðèòìû âòîðîé ãðóïïû õàðàêòåðèçóþòñÿâûñîêèìè òî÷íîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ, íî ïðåäúÿâëÿþò ïîâû�øåííûå òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè �óíêöèé (íàïðèìåð, ïîèñêêîðíÿ ñ ïðîãíîçîì ïî íåñêîëüêèì ïðîèçâîäíûì).

åñëè çíà÷åíèå �2 îêàçûâàëîñü ïðàâèëüíîãî ïîðÿä�êà âåëè÷èíû (� n); íåáîëüøèå âàðèàöèè Nmin ìàëîñêàçûâàëèñü íà ðåçóëüòàòàõ.3. ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÎÒ b0 È ÎÖÅÍÊÀÒÎ×ÍÎÑÒÈÍåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìàï. 2.2 íå î÷åíü êîíñòðóêòèâíî, òàê êàê ðåçóëüòàòûñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðàb0 è òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå âîòíîøåíèè åãî îïòèìàëüíîãî âûáîðà.Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïîïðàâêè ê àñèìïòî�òèêå (7) èìåþò âèä ðåãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1=g,îäíàêî óæå ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî,âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå òàê: â íóëü-ìåðíîì ñëó÷àå ïî�ïðàâêè èäóò ïî ñòåïåíÿì g�1=2, äëÿ àíãàðìîíè÷åñêî�ãî îñöèëëÿòîðà � ïî g�2=3 (ðàçä. 4). Ïîýòîìó áóäåìäîïóñêàòü ñòåïåííûå ïîïðàâêè îáùåãî âèäà:W (g) =W1g� +W 01g�0 + : : : (28)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ UN àíàëîãè÷íî (20), (21) ïîëó�÷èìUN = W1a��(�)�(b0 + �)N��1 ++ W 01a�0�(�0)�(b0 + �0)N�0�1 + : : : : (29)Ïðåíåáðåæåì äëÿ íà÷àëà ïîïðàâêàìè ê (29), ïîêà�çàííûìè ìíîãîòî÷èåì. Ôîðìàëüíàÿ îáðàáîòêà (29)ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (20) äàåò íåïëîõèå ðåçóëüòà�òû, òàê êàê â äâîéíîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå�óíêöèÿ (29) ìåíÿåòñÿ ïëàâíî è â îãðàíè÷åííîì èí�òåðâàëå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé;ïðè ýòîì, îäíàêî, ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ý��åêòèâ�íûå çíà÷åíèÿ � è U1.Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ïîëþñîâ ãàììà-�óíêöèè ïåð�âûé ÷ëåí â (29) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè b0 = ��,à âòîðîé � ïðè b0 = ��0. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ b0âîçíèêàþò ÷èñòî ñòåïåííûå çàêîíû: UN / N�0�1 èUN / N��1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êà÷åñòâî îáðàáîòêèâîçðàñòàåò è �2 ðåçêî óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ �èêñèðî�âàííîãî èíòåðâàëà Nmin � N � Nmax äîëæíà íà�áëþäàòüñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà (ðèñ. 3): çàâèñèìîñòü�2 îò b0 èìååò ðåçêèå ìèíèìóìû ïðè b0 = ��0 èb0 = ��; ý��åêòèâíûé èíäåêñ �eff â îêðåñòíîñòèòî÷êè b0 = �� ¾ïðîâàëèâàåòñÿ¿ äî �0, à âíå åå áëè�çîê ê �, äîñòèãàÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà �eff = � ïðèb0 = ��0; ý��åêòèâíûé ïàðàìåòð U1 ïðè b0 = ��0ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó çíà÷åíèþ W1, à â îêðåñòíî�10
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U1N��1 á � pnnUN �2à

N NminNoptmin�èñ. 2. à) Õàðàêòåðíàÿ ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáðàáîòêå UN ïî ñòåïåííîìó çàêîíó: ïðè áîëüøèõ N âåëè-êà ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà, ïðè ìàëûõ N � ñèñòåìàòè÷åñêàÿ. á) Çàâèñèìîñòü �2 îò Nmin ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëåòî÷åê n
�� ��0
�� ��0

�eff b0
�0

�2
�

à
á

b0b0��0��U1Uexa
t1 â
�èñ. 3. Òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè �2, �eff è U1îò b0 â ïðåíåáðåæåíèè ïîïðàâêàìè ê (29), ïîêàçàí-íûìè ìíîãîòî÷èåìñòè b0 = �� ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü, ïðè÷åì íàêëîíëèíåéíîãî ó÷àñòêà âáëèçè êîðíÿ,U1 � W1a��(�) (b0 + �); (30)äàåò îöåíêóW1, íå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíóþ ê ïîãðåø�íîñòÿì â �. Âëèÿíèå îòáðîøåííûõ â (29) ÷ëåíîâ ïðè�âîäèò ëèøü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì îïèñàííîé êàð�òèíû.Òàêàÿ êàðòèíà äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ, íî

ïîâåäåíèå �eff è U1 âáëèçè b0 = �� íîñèò, êàê ïðà�âèëî, ðàçðûâíûé õàðàêòåð (øòðèõè íà ðèñ. 3). Ïî�ñëåäíåå íå èìååò ãëóáîêîãî ñìûñëà è ñâÿçàíî ñ ïðî�öåäóðîé îáðàáîòêè, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ëîãà�ðè�ìèðîâàíèÿ ìîäóëÿ UN ,ln jUN j = ln jU1j+ (�� 1) lnN; (31)ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî àëãîðèò�ìà ïîäãîíêè [22℄; çíàê U1 îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì âû�÷èñëåíèÿ �2 äëÿ U1 = jU1j è U1 = �jU1j è âûáîðàâàðèàíòà ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì. Òàêàÿ ïðîöåäóðà äà�åò äîâîëüíî áåññìûñëåííûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå çíà�êîïåðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ UN , íî ïîñëåäíåå âîçìîæ�íî ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè b0 = ��, òîãäà êàêâíå åå çíàê UN îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïåðâîãî ÷ëåíàâ ïðàâîé ÷àñòè (29).�ëàäêîñòü �óíêöèè U1(b0) âîññòàíàâëèâàåòñÿ,åñëè îáðàáîòêà ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (20) ïðîâîäèò�ñÿ ñ �èêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì èíäåêñà � è ïîäáî�ðîì ëèøü U1; ïðè ýòîì äëÿ � èñïîëüçóåòñÿ íåêîòî�ðîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå. Íåáîëüøèå âàðèàöèè �ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà ïîëîæåíèå êîðíÿ �óíê�öèè U1(b0), íî çàìåòíî âëèÿþò íà çíà÷åíèå W1,èçâëåêàåìîå èç íàêëîíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (30).Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ÷åòûðåõðàçëè÷íûõ îöåíîê èíäåêñà �:1) ïî çíà÷åíèþ �eff â ïåðâîì ìèíèìóìå �2 (ïðè�íèìàåì íóìåðàöèþ ìèíèìóìîâ ñî ñòîðîíû áîëüøèõb0);2) ïî ïîëîæåíèþ âòîðîãî ìèíèìóìà �2;3) ïî ñìåíå çíàêà U1 ïðè îáðàáîòêå ïóòåì ëîãà�ðè�ìèðîâàíèÿ;4) ïî ñìåíå çíàêà U1 ïðè îáðàáîòêå ñ �èêñèðî�âàííûì çíà÷åíèåì �; ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëÿïîñëåäíåãî áåðåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê.Ïåðâûå äâå îöåíêè èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëååâûñîêóþ òî÷íîñòü: èõ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îò�11



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001íîøåíèåì îòáðîøåííûõ âêëàäîâ â ïðàâîé ÷àñòè (29)ê õàðàêòåðíîé âåëè÷èíå ïåðâîãî ÷ëåíà âíå èíòåð�âàëà b0 � ��; òî÷íîñòü æå äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîêîïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì âòîðîãî ÷ëåíà ê ïåðâîìó.Îäíàêî åñëè îòáðîøåííûå â (29) ÷ëåíû ñðàâíèìû ñîâòîðûì (÷òî ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü ïî âîñïðîèçâî�äèìîñòè ðåçóëüòàòîâ äëÿ �0), òî âñå ÷åòûðå îöåíêèñòàíîâÿòñÿ ðàâíîïðàâíûìè. Ïðàêòè÷åñêè êîíòðîëüñìåíû çíàêà U1 èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå, ïîçâîëÿÿíàäåæíî èäåíòè�èöèðîâàòü ìèíèìóì �2, ñîîòâåò�ñòâóþùèé b0 = ��; ýòî âàæíî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òîíóìåðàöèÿ ìèíèìóìîâ ìîæåò ñáèâàòüñÿ èç-çà èõ èñ�÷åçíîâåíèÿ, âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàçèòíûõ ìèíèìóìîâè ò. ä. (ñì. íèæå).ÄëÿW1 ìîæíî ïîëó÷èòü òðè ðàçëè÷íûå îöåíêè:1) ïî çíà÷åíèþ U1 â ïåðâîì ìèíèìóìå �2;2, 3) ïî íàêëîíó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòèU1(b0) âáëèçè åå êîðíÿ ïðè îáðàáîòêå ñ �èêñèðîâàí�íûì èíäåêñîì �; ïîñëåäíèé âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõðàçáðîñà çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ÷åòûðüìÿ óêàçàííû�ìè âûøå ñïîñîáàìè, ÷òî äàåò âåðõíþþ è íèæíþþîöåíêó W1.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó íåñêîëü�êèìè îöåíêàìè � è W1 èìååò òîò æå ïîðÿäîê âåëè�÷èíû, ÷òî è îòêëîíåíèå êàæäîé èç íèõ îò òî÷íî�ãî çíà÷åíèÿ; ýòî äàåò ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíî�ñòè ðåçóëüòàòîâ. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ îöåíîê èìååòáîëüøîå çíà÷åíèå: åñëè äâå îöåíêè ïî ñëó÷àéíûìïðè÷èíàì ìîãóò îêàçàòüñÿ áëèçêèìè, ïðèâîäÿ ê çà�íèæåííîé âåëè÷èíå ïðîãíîçèðóåìîé îøèáêè, òî ñëó�÷àéíîå ñáëèæåíèå òðåõ èëè ÷åòûðåõ îöåíîê ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì.4. ÒÅÑÒÎÂÛÅ Ï�ÈÌÅ�ÛÏðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà íà òåñòî�âûõ ïðèìåðàõ.4.1. Íóëü-ìåðíûé ñëó÷àéÂ êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà âîçüìåì èíòåãðàëW (g) = 1Z0 d''n�1 exp ��'2 � g'4� ; (32)êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëü-ìåðíûéïðåäåë �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà n-êîìïîíåíò-íîé òåîðèè '4. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü òî÷íûå êîý���èöèåíòû ðàçëîæåíèÿWN = 
aN ��N + n+ 24 ���N + n4�� (N + 1) (33)
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè ~UN = UN�(b0 + 1) îò N ïðèðàçëè÷íûõ b0 (òî÷êè) è èõ îáðàáîòêà ïî ñòåïåííî-ìó çàêîíó (ñïëîøíûå êðèâûå) äëÿ èíòåãðàëà (32) ñn = 1è èõ ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ N ,WN = 
aN�(N + b)�1 + A1N + : : :� ; (34)ãäå a = 4; b = n� 12 ;
 = 2n=24p� ; A1 = (n� 2)(4� n)16 : (35)Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ïðè g !1 èìååò âèäW (g) =W1g�; � = �n=4;W1 = �(n=4)=4; (36)à ïîïðàâêè ê íåé èìåþò âèä ðÿäà ïî ñòåïåíÿì g�1=2.Ìû çàäàâàëè ñ äâîéíîé êîìïüþòåðíîé òî÷íîñòüþ(Æ � 10�14) íóæíîå êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ WNè, ñ÷èòàÿ èçâåñòíîé èõ àñèìïòîòèêó Ëèïàòîâà, ïû�òàëèñü âîññòàíîâèòü � è W1.1) n = 1.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè UN îò N äëÿðàçíûõ b0 (òî÷êè) è èõ îáðàáîòêà ïî ñòåïåííîìó çà�12
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�0~U1 ~U1�eff �eff�b0
�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 = U1�(b0 + 1)îò b0 äëÿ èíòåãðàëà (32) ñ n = 1 ïðè îáðàáîòêå âèíòåðâàëå 24 � N � 50. Øòðèõàìè ïîêàçàíà çàâè-ñèìîñòü U1(b0) âáëèçè êîðíÿ ïðè îáðàáîòêå ñ �èê-ñèðîâàííûì çíà÷åíèåì èíäåêñà � = �0:25êîíó (ñïëîøíûå êðèâûå). Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòèçäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèâîäÿòñÿ êîý��èöèåíòû~UN = UN�(b0 +N0); (37)íîðìèðîâàííûå òàê, ÷òîáû èìåòü êîíå÷íûé ïðåäåëïðè b0 ! 1; N0 � íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿâ (19), êîòîðûé ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò åäèíèöû, åñëèíåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (1) ðàâíû íóëþ. Ìûâèäèì, ÷òî âñå êðèâûå äåéñòâèòåëüíî èìåþò ñòåïåí�íóþ àñèìïòîòèêó ïðè áîëüøèõ N . Âûõîä íà àñèì�ïòîòèêó çàòÿãèâàåòñÿ äëÿ b0 � 1 è b0 ! �N0 ââèäóíàëè÷èÿ â (19) ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøèõ ïàðàìåò�ðîâ; íàïðîòèâ, äëÿ çíà÷åíèÿ b0 = 0:82, ñîîòâåòñòâó�þùåãî ïåðâîìó ìèíèìóìó �2, ñòåïåííîé çàêîí ïðî�äîëæàåòñÿ äî ìàëûõ N .Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 == U1�(b0 + N0) îò b0 äëÿ èíòåðâàëà 24 � N � 50.Ïåðâûé ìèíèìóì �2 ðåàëèçóåòñÿ ïðè b0 = 0:82, è âñîîòâåòñòâèè ñ ðàçä. 3 èìååì îöåíêè� = �0:247; W1 = 0:892; �0 = �0:82: (38)Âòîðîé ìèíèìóì �2 èìååò ìåñòî ïðè b0 = 0:26 èäàåò � = �0:26; �0 = �0:67: (39)Ñìåíà çíàêà U1 ïðîèñõîäèò ïðè b0 = 0:210 èb0 = 0:215 ïðè îáðàáîòêàõ ñîîòâåòñòâåííî ñ ëîãàðè��ìèðîâàíèåì è ñ �èêñèðîâàííûì èíäåêñîì, ÷òî äàåò

îöåíêè � = �0:210 è � = �0:215; íàêëîí ëèíåéíîãîó÷àñòêà çàâèñèìîñòè U1(b0) âáëèçè êîðíÿ ïðè îáðà�áîòêå ñ �èêñèðîâàííûì � (øòðèõè íà ðèñ. 5) äàåòäëÿ W1 ðåçóëüòàòû, çàâèñÿùèå îò ïðèíÿòîãî çíà÷å�íèÿ �, è äëÿ � = �(0:21�0.26) ïîëó÷àåòñÿ ðàçáðîñçíà÷åíèé W1 = 0:883�0.933. Ñîáèðàÿ âñå ïðèâåäåí�íûå îöåíêè, èìååì� = �0:235� 0:025; W1 = 0:908� 0:025;�0 = �0:75� 0:08; (40)÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè� = �0:25; W1 = 0:9064; �0 = �0:75: (41)Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû (38) è (39) äëÿ �0 íåïëîõî ñî�ãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé, îòáðîøåííûå â (29) ÷ëåíûìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì è îöåíêè (38), (39)äëÿ � ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè (ñì. ðàçä. 3). Åñëèîãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èìè, òî âìåñòî (40) ïîëó÷èì� = �0:253� 0:007; W1 = 0:887� 0:005: (42)Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà � äåéñòâèòåëüíî âîç�ðîñëà, íî îöåíêà îøèáêè äëÿW1 îêàçàëàñü íåñêîëü�êî çàíèæåííîé.Ôîðìà êðèâûõ äëÿ �2 âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíàê âûáîðó íèæíåé ãðàíèöû ðàáî÷åãî èíòåðâàëàNmin � N � Nmax: ïðè óìåíüøåíèè Nmin ìèíè�ìóìû �2 ðàçìûâàþòñÿ, ïðè óâåëè÷åíèè Nmin êðè�âûå óïëîùàþòñÿ è íà íèõ íàêëàäûâàþòñÿ ìåëêîìàñ�øòàáíûå �ëóêòóàöèè, çàòðóäíÿþùèå èäåíòè�èêà�öèþ ìèíèìóìîâ. Ìû ñòðåìèëèñü ïîëó÷èòü êàê ìîæ�íî áîëåå ðåçêèå ìèíèìóìû ñî çíà÷åíèÿìè �2 â íèõïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû5) � îáû÷íî âûáîðïðîèñõîäèë ìåæäó äâóìÿ-òðåìÿ çíà÷åíèÿìè Nmin.Ïðè èçìåíåíèè ðàáî÷åãî èíòåðâàëà íàèáîëåå ñóùå�ñòâåííî ìåíÿåòñÿ îöåíêà (39); âàðèàöèè � è �0 ïðè�ìåðíî ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷èþ ìåæäó (38) è (39).2) n = 2.Êðèâàÿ äëÿ �2 èìååò äâà ðåçêèõ ïðîâàëà ïðèb0 = 1:26 è b0 = 0:50 (ðèñ. 6). Èç ïåðâîãî ìèíèìóìà�2 ïîëó÷èì� = �0:4996; W1 = 0:442; �0 = �1:26; (43)òîãäà êàê òðè äðóãèõ ìåòîäà äàþò � = �0:5000 ñòî÷íîñòüþ íå õóæå ïîñëåäíåãî çíàêà. Îïðåäåëåíèå�0 ïî âòîðîìó ìèíèìóìó �2 äàåò çíà÷åíèå îêîëî 20è íå ñîãëàñóåòñÿ ñ (43), òàê ÷òî îòáðîøåííûå â (29)5) Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ðåçóëüòàòîâ ñ �èêñèðîâàííîéçàïÿòîé ìèíèìóìû �2 õîðîøî âèäíû ïî êîí�èãóðàöèè öè�ðäàæå ïðè áûñòðîì ïðîñìîòðå íà ýêðàíå êîìïüþòåðà.13
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�0:65�0:55�0:45246 b0~U10�0:2~U1 �1.0
lg�2

�eff�eff 1.50.50.5 1.0 1.50
�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 = U1�(b0 + 1)îò b0 äëÿ èíòåãðàëà (32) ñ n = 2 (ðàáî÷èé èíòåð-âàë 20 � N � 50). Øòðèõè � çàâèñèìîñòü U1(b0)äëÿ �èêñèðîâàííîãî � = �0:5. Çíà÷åíèå �eff ïðèb0 = 0:5 âûõîäèò çà ïðåäåëû ðèñóíêà÷ëåíû ñðàâíèìû ñî âòîðûì è âñå ÷åòûðå îöåíêè äëÿ� ðàâíîïðàâíû. Îáðàáîòêà ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâè�ñèìîñòè U1(b0) äàåò W1 = 0:460. Â ðåçóëüòàòå èìå�åì� = �0:5000� 0:0004; W1 = 0:451� 0:009 (44)â ñîãëàñèè ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè� = �0:50; W1 = 0:4431: (45)3) n = 3.Íà çàâèñèìîñòè �2(b0) åñòü äâà ìèíèìóìà ïðèb0 = 1:07 è b0 = 0:77, èç êîòîðûõ èìååì ñîîòâåò�ñòâåííî� = �0:704; W1 = 0:192; �0 = �1:07 (46)è � = �0:77; �0 = �1:42: (47)Ñìåíà çíàêà U1 äàåò � = �0:86 ïðè ëîãàðè�ìè�÷åñêîé îáðàáîòêå è � = �0:84 ïðè îáðàáîòêå ñ �èê�ñèðîâàííûì èíäåêñîì. ÈçâëåêàÿW1 èç íàêëîíà ëè�íåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè U1(b0), ïîëó÷èì 0.311,0.420, 0.751 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ � = �0:704;�0:77 è�0:86. Äâà ðåçóëüòàòà äëÿ �0 ðàçóìíî ñîãëàñóþòñÿìåæäó ñîáîé, è ïîòîìó îöåíêè (46), (47) äëÿ èíäåê�ñà � ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè; ó÷èòûâàÿ òîëüêî èõ,èìååì� = �0:737� 0:033; W1 = 0:306� 0:114;�0 = �1:25� 0:18 (48)â ñîãëàñèè ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè� = �0:75; W1 = 0:3063; �0 = �1:25: (49)

Ïðè ó÷åòå âñåõ ÷åòûðåõ îöåíîê � ïîëó÷èì� = �0:78� 0:08; W1 = 0:47� 0:28; (50)è îøèáêà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé îò�ìåòèì íàëè÷èå íåãëóáîêîãî ¾ïàðàçèòíîãî¿ ìèíèìó�ìà ïðè b0 = 1:90, êîòîðûé ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàñ�ñìîòðåíèÿ, èäåíòè�èöèðîâàâ ïî ñìåíå çíàêà U1 ìè�íèìóì ïðè b0 = 0:77 êàê ñîîòâåòñòâóþùèé b0 = ��è ìèíèìóì ïðè b0 = 1:07 êàê ñîîòâåòñòâóþùèéb0 = ��0 ïî ñîãëàñîâàííîñòè ðåçóëüòàòîâ äëÿ �0. Âîáùåì ñëó÷àå èäåíòè�èêàöèÿ íóæíûõ ìèíèìóìîâíàïîìèíàåò ñèòóàöèþ, âîçíèêàþùóþ â ñïåêòðîñêî�ïèè â óñëîâèÿõ ñèëüíîé çàøóìëåííîñòè, è òðåáóåòíåêîòîðîãî èñêóññòâà.4) n = 4.Â ýòîì ñëó÷àå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ¾ïîäâîäíûìêàìíåì¿ àëãîðèòìà. Íà îñíîâå âñåõ óêàçàííûõ îöå�íîê ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî òî÷íûé ðåçóëüòàò:� = �1:500� 0:004; W1 = �0:222� 0:005; (51)êîòîðûé, îäíàêî, íå ñîãëàñóåòñÿ ñ (36). Ïðè÷èíàñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè òî÷íîì çíà÷åíèè èíäåêñà� = �1 ãëàâíûé âêëàä â àñèìïòîòèêó UN èñ÷åçàåòèç-çà ïîëþñà ãàììà-�óíêöèè (ñì. (20), (21)) è íà�áëþäàåòñÿ ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñ ïàðàìåò�ðàìè�0 = �1:50; W 01 = �p�=8 = �0:2216: (52)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííûõ íåïîëî�æèòåëüíûõ � àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòüïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó (7). Âî èçáåæàíèå òàêèõíåïðèÿòíîñòåé åãî ñëåäóåò äîïîëíèòü ïðàâèëîì: åñ�ëè â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëü�íîå çíà÷åíèå �, òî ðåçóëüòàò íàäî ïðîâåðÿòü ïóòåìâîçâåäåíèÿ ðÿäà (1) â îòðèöàòåëüíóþ èëè äðîáíóþñòåïåíü è ñóììèðîâàíèÿ ïåðåðàçëîæåííîãî ðÿäà.4.2. Àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðÂ êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷óîá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè E0(g) àíãàðìîíè÷åñêîãî îñ�öèëëÿòîðà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà�� d2dx2 + x24 + gx44 �	(x) = E	(x); (53)êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîìåðíîé òåîðèè'4. Ïðèìåì E0(g) â êà÷åñòâå �óíêöèè W (g), äëÿ êî�òîðîé íà÷àëî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé èìååò âèäW (g) = 12 + 34g � 218 g2 ++ 33316 g3 � 30885128 g4 + : : : ; (54)14
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�èñ. 7. Çàâèñèìîñòè ~UN = UN�(b0 + 1) îò N äëÿàíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Îáîçíà÷åíèÿ òå æå,÷òî íà ðèñ. 4à ïåðâûå 75 êîý��èöèåíòîâ WN 
 äâåíàäöàòüþ çíà�÷àùèìè öè�ðàìè ïðèâåäåíû â ðàáîòå Áåíäåðà èÂó [23℄. Èìè æå ïîëó÷åíî ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ ïðè áîëüøèõ N :WN = � p6�3=2 3N��N + 12��1�95=72N + : : :� : (55)Àñèìïòîòèêà E0(g) ïðè g ! 1 âûÿâëÿåòñÿ ñ ïîìî�ùüþ çàìåí E0(g) = �0g1=3 è x! xg�1=6, â ðåçóëüòà�òå êîòîðûõ (53) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó�� d2dx2 + x44 + x24g2=3�	(x) = �0	(x); (56)ãäå ïðè g ! 1 ïîñëåäíèé ÷ëåí â ñêîáêàõ íåñó�ùåñòâåí è �0 ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ0.6679863 [24℄, êîòîðîå ìîæíî íàéòè âàðèàöèîííûììåòîäîì. Èòàê, àñèìïòîòèêà W (g) èìååò ñòåïåííîéâèä (7) ñ ïàðàìåòðàìè� = 1=3; W1 = 0:668; (57)à ïîïðàâêè ê íåé èìåþò âèä ðÿäà ïî ñòåïåíÿì g�2=3.Çàâèñèìîñòè UN îò N è èõ îáðàáîòêà ïî ñòåïåí�íîìó çàêîíó ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7, à çàâèñèìîñòè �2,�eff è ~U1 îò b0 � íà ðèñ. 8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �2èìååò ìèíèìóìû ïðè b0 = 1:30 è b0 = �0:34, èç êî�òîðûõ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî� = 0:349; W1 = 0:602; �0 = �1:80 (58)è � = 0:34; �0 � 20: (59)
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0 1 200.10.2 0.40.3

lg �2
�1 b0��eff� ~U1

�0:1 ~U1 �eff
�èñ. 8. Çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 = U1�(b0 + 1)îò b0 äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà; ðàáî÷èéèíòåðâàë 24 � N � 45. Øòðèõè � îáðàáîòêà ñ �èê-ñèðîâàííûì � = 0:34Îöåíêè ïî ñìåíå çíàêà U1 äàþò � = 0:285 è� = 0:337 ñîîòâåòñòâåííî ïðè ëîãàðè�ìè÷åñêîé îá�ðàáîòêå è îáðàáîòêå ñ �èêñèðîâàííûì èíäåêñîì.Îöåíêà W1 ïî íàêëîíó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñè�ìîñòè U1(b0) äàåò 0.616�0.883. Äâà ðåçóëüòàòà äëÿ�0 íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî, óêàçûâàÿ íà ðàâíîïðàâ�íîñòü âñåõ îöåíîê äëÿ �. Â ðåçóëüòàòå èìååì� = 0:317� 0:032; W1 = 0:74� 0:14 (60)â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ (57).�àññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷�íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè W (g) ñóùåñòâåí�íî çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, íî â öåëîì êîð�ðåëèðóåò ñ õàðàêòåðîì ïîïðàâîê ê àñèìïòîòèêå UN(20). Ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10�2 ïîëó÷àåòñÿ âíóëü-ìåðíîì ñëó÷àå ïðè íå÷åòíûõ n, êîãäà ïîïðàâ�êè ê (20) èìåþò âèä ðÿäà ïî ñòåïåíÿì N�1=2. Ïðè÷åòíûõ n ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû ÷åðåç îäèí èñ÷åçàþòèç-çà ïîëþñîâ ãàììà-�óíêöèè è âîçíèêàåò ðåãóëÿð�íîå ðàçëîæåíèå ïî 1=N , â ðåçóëüòàòå ÷åãî òî÷íîñòüñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò. Íèçêàÿ òî÷íîñòü äëÿ àíãàð�ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïîïðàâ�êè èäóò ïî ñòåïåíÿì N�1=3 6). Ñóùåñòâåííî, îäíàêî,÷òî àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêè äàåò îöåíêó îøèáêè,êîòîðàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåõ ÷åòûðåõ îöåíîê äëÿ� îêàçûâàåòñÿ î÷åíü íàäåæíîé.6) Ïåðâûé ÷ëåí â (28) êðîìå ãëàâíîãî âêëàäà â UN âè�äà N��1 äàåò òàêæå ðåãóëÿðíûå ïîïðàâêè ê íåìó, N��2,N��3; : : : , âòîðîé ÷ëåí â (28) äàåò N�0�1, N�0�2; : : : è ò. ä.Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ïî g�2=3 ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçëîæåíèå ïîN�1=3.15



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 20015. �ÀÁÎÒÀ ÀË�Î�ÈÒÌÀ Â ÓÑËÎÂÈßÕÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÎÉÔÓÍÊÖÈÈÇíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèè äî íàñòîÿùåãî âðåìåíèñèëüíî íåäîîöåíèâàëîñü, õîòÿ ýòî äîñòàòî÷íî î÷å�âèäíûé ñïîñîá ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè. Â áîëüøèíñòâåðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ àâòîðû �îðìóëèðîâàëèàëãîðèòì òàê, ÷òîáû èçáåæàòü óïîìèíàíèÿ î êîý���èöèåíòàõ WN ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ N .Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êîíöåïòóàëüíî îøèáî÷íûì:ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ è èõàñèìïòîòèêå ìîæíî ïîñòðîèòü �óíêöèþ ñ íàïåðåäçàäàííûì ïîâåäåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè7). Îñìûñ�ëåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîçíèêàåò ïðè ïðèáëèæåí�íîì çàäàíèè âñåõ WN : òîãäà ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþâîçìîæíî âîññòàíîâëåíèå W (g). Ïîýòîìó íåîáõîäè�ìûì ýòàïîì â ðåøåíèè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèåèíòåðïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè; ðàçóìååò�ñÿ, ýòî âîçìîæíî ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè åå àíàëè�òè÷íîñòè (ñì. ï. 8.2). Ïðîâåäåíèå èíòåðïîëÿöèè ïîç�âîëÿåò ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð 
 àñèì�ïòîòèêè Ëèïàòîâà (êîòîðûé �àêòè÷åñêè îñòàåòñÿíåâîñòðåáîâàííûì â ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå ¾êîí��îðì-áîðåëÿ¿ [6℄), ó÷åñòü ãëàäêîñòü ïðèâåäåííîé êî�ý��èöèåíòíîé �óíêöèè è åå ðåãóëÿðíîñòü ïî 1=N ,à â ïåðñïåêòèâå � è èí�îðìàöèþ îá àñèìïòîòèêåêîý��èöèåíòîâ AK â (22) [25℄.Â ï. 2.3 ïðèâåäåíû êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ,÷òî âëèÿíèå îøèáîê èíòåðïîëÿöèè íå ñòîëü ñóùå�ñòâåííî, êàê îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íàìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü íèêàêèõ êîíêðåòíûõ îöåíîê, èìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî íà ïðè�ìåðå íóëü-ìåðíîãî ñëó÷àÿ ñ n = 1.Èìåÿ â âèäó ìîäåëèðîâàíèå ñèòóàöèè äëÿ òåîðèè'4, áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ íåñêîëüêèõêîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðÿäà (1),WL0 ;WL0+1; : : : ;WL; (61)àñèìïòîòèêó Ëèïàòîâà (2) è ïåðâóþ ïîïðàâêó ê íåéïî 1=N . Èíòåðïîëÿöèþ óäîáíî ïðîâîäèòü äëÿ ïðè�âåäåííîé êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè, ñîõðàíÿÿ â ðàç�ëîæåíèè (22) êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ è âûáèðàÿ êî�ý��èöèåíòû AK èç ñîîòâåòñòâèÿ ñ (61). Ìû ðàñ�ñìîòðèì ïîäðîáíî äâå ðåàëèçàöèè èíòåðïîëÿöèîí�íîé ïðîöåäóðû: (1) L0 = 1, L = 5 è (2) L0 = 1,7) Ôóíêöèÿ îò �àêòîðèàëüíîãî ðÿäà èìååò òó æå àñèìïòî�òèêó êîý��èöèåíòîâ (2), íî ñ äðóãèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
 [17℄; ñ�îðìóëèðîâàííîå â òåêñòå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêà�çàòü, áåðÿ ïîäõîäÿùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåñêîëüêèõ�óíêöèé.

L = 1. Èç-çà ìåäëåííîñòè èçìåíåíèé êîý��èöèåíò�íîé �óíêöèè òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè îêàçûâàåòñÿî÷åíü âûñîêîé, � 10�9 â ïåðâîì ñëó÷àå è � 10�4 âîâòîðîì. Ñëó÷àéíàÿ îøèáêà òàêîé àìïëèòóäû ïðèâå�ëà áû ê áîëüøèì �ëóêòóàöèÿì UN ïðè N � 30 âïåðâîì ñëó÷àå è N � 13 âî âòîðîì. Ôàêòè÷åñêîå âû�÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íè÷åãî êàòàñòðî�è÷åñêîãîíå ïðîèñõîäèò âïëîòü äî N = 40, êîãäà óæå çàìåò�íî âëèÿíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Ýòî ëåãêî âèäåòüèç òàáë. 1, ãäå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ êî�ý��èöèåíòîâ UN äëÿ b0 = 1, âû÷èñëåííûå ïî òî÷�íûì êîý��èöèåíòàì WN è ïðè èñïîëüçîâàíèè èí�òåðïîëÿöèè; ñ óâåëè÷åíèåì b0 òî÷íîñòü åùå áîëååâîçðàñòàåò, ñ óìåíüøåíèåì b0 íåñêîëüêî óáûâàåò, íîâ ìàñøòàáå ðèñ. 4 âîçíèêàþùèå îòêëîíåíèÿ áûëè áûíåçàìåòíû.Çàâèñèìîñòü �2(b0) àíàëîãè÷íà ïîêàçàííîé íàðèñ. 5, õîòÿ è íå âîñïðîèçâîäèòñÿ áóêâàëüíî. Îöåí�êè ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè ñâåäåíû â òàáë. 2: äëÿíàãëÿäíîñòè îíè äàíû äëÿ ïîñòîÿííîãî ðàáî÷åãî èí�òåðâàëà 23 � N � 45 è ñ èñïîëüçîâàíèåì îäèíàêî�âîãî çíà÷åíèÿ � = �0:25 ïðè îáðàáîòêå ëèíåéíîãîó÷àñòêà çàâèñèìîñòè U1(b0). Ìû âèäèì, ÷òî èçìå�íåíèå � è W1 çà ñ÷åò èíòåðïîëÿöèè îêàçàëîñü íàóðîâíå ðàçáðîñà ðàçëè÷íûõ îöåíîê è òî÷íîñòü âîñ�ñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè (7) ïðàêòè÷åñêè íå èçìå�íèëàñü. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿ�öèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì åäèíñòâåííîãî êîý��èöèåíòàðàçëîæåíèÿ W1 ïîçâîëèëà âîññòàíîâèòü àñèìïòîòè�êó W (g) íå õóæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõêîý��èöèåíòîâ WN ; êîíå÷íî, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå ÿâ�ëÿåòñÿ òèïè÷íîé.6. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÎÉÏ�ÎÖÅÄÓ�ÛÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàì íåñêîëüêî ïîâåçëî �ñàìûé åñòåñòâåííûé ñïîñîá èíòåðïîëÿöèè äàåò õî�ðîøèå ðåçóëüòàòû. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ îï�òèìèçàöèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû, êîòîðóþìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå àíãàðìîíè÷åñêî�ãî îñöèëëÿòîðà. Íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ îáùåé ñòðà�òåãèè îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî èçìåíåíàïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäøåñòâóþùèìè ðàáîòàìè.6.1. Îáùàÿ ñòðàòåãèÿ îïòèìèçàöèèÍà àáñòðàêòíîì óðîâíå îïòèìèçàöèÿ ñîñòîèò âòîì, ÷òî ââîäèòñÿ íåêîòîðàÿ âàðèàöèÿ ïðîöåäóðûñóììèðîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóåìàÿ ïðîèçâîëüíûì ïà�ðàìåòðîì �, êîòîðûé çàòåì âûáèðàåòñÿ ¾îïòèìàëü�íûì îáðàçîì¿. Íàïðèìåð, èñõîäíûé ðÿä (1) ìîæíî16



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Òàáëèöà 1 UNN Òî÷íûå êîý��èöèåíòû Èíòåðïîëÿöèÿ ÈíòåðïîëÿöèÿWN ñ L0 = 1, L = 5 ñ L0 = 1, L = 130 �2:911 � 10�3 �2:911 � 10�3 �2:868 � 10�335 �2:408 � 10�3 �2:409 � 10�3 �2:369 � 10�340 �2:038 � 10�3 �2:041 � 10�3 �2:004 � 10�3Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè äëÿ èíòåãðàëà (32) ñ n = 1, ïîëó÷åííûå ïî òî÷íûì êîý��èöèåíòàì WN èïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèèÒî÷íûå êîý��èöèåíòû Èíòåðïîëÿöèÿ ÈíòåðïîëÿöèÿWN ñ L0 = 1, L = 5 ñ L0 = 1, L = 1� = �0:246 � = �0:245 � = �0:269Ïåðâûé ìèíèìóì �2 �0 = �0:827 �0 = �0:830 �0 = �0:761W1 = 0:893 W1 = 0:892 W1 = 0:912Âòîðîé ìèíèìóì �2 � = �0:249 � = �0:245 � = �0:271�0 = �0:792 �0 = �0:849 �0 = �0:747Ñìåíà çíàêà U1 � = �0:210 � = �0:210 � = �0:218Ëèíåéíûé ó÷àñòîê U1(b0) � = �0:215 � = �0:215 � = �0:225W1 = 0:889 W1 = 0:887 W1 = 0:885âîçâåñòè â ñòåïåíü � è ñóììèðîâàòü ïåðåðàçëîæåí�íûé ðÿäW �(g) = ~W0 � ~W1g + ~W2g2 � : : :++ ~
aN�(N + b)(�g)N + : : : ; (62)êîòîðûé ïî ñâîéñòâàì àíàëîãè÷åí èñõîäíîìó (ìåíÿ�åòñÿ ëèøü ïàðàìåòð 
 àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà [17℄),âûáèðàÿ � èç ñîîáðàæåíèé íàèëó÷øåé ñõîäèìîñòèâòîðîãî ðÿäà â (9). Ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè ïðè�ñóòñòâóåò â áîëüøèíñòâå ðàáîò äàííîãî íàïðàâëå�íèÿ, ÿâëÿÿñü îäíîâðåìåííî èõ äîñòîèíñòâîì è íåäî�ñòàòêîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæ�íîñòü óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè íå âûçûâàåò ñîìíåíèé;ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàòû íà÷èíàþò çàâèñåòü îòïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà �, è òðóäíî èçáàâèòüñÿ îòîùóùåíèÿ, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå,÷òî óãîäíî.Òåîðåòè÷åñêè èñïîëüçîâàíèå ðÿäà (62) íè÷åì íåõóæå, ÷åì ðÿäà (1), è çíà÷åíèå ëþáîé âåëè÷èíû Q,ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ, íå äîëæíîçàâèñåòü îò �. Â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîé èí�îðìà�öèè î êîý��èöèåíòàõ WN çàâèñèìîñòü Q îò � âîç�

íèêàåò, íî ñ óâåëè÷åíèåì èí�îðìàöèè ñòàíîâèòñÿâñå áîëåå ñëàáîé. Â îáùåì ñëó÷àå ðàâíîìåðíàÿ ïî� ñõîäèìîñòü íå èìååò ìåñòà è ïðèáëèæåííîå çíà�÷åíèå Q áëèçêî ê òî÷íîìó ëèøü â îáëàñòè íåêîòî�ðîãî ¾ïëàòî¿ (ðèñ. 9à), ïðè óäàëåíèè îò êîòîðîãîîòêëîíåíèÿ áûñòðî íàðàñòàþò. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿèí�îðìàöèè ïëàòî ðàñøèðÿåòñÿ è óïëîùàåòñÿ (ñì.,íàïðèìåð, [26℄). ßñíî, ÷òî íàèëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü äî�ñòèãàåòñÿ â öåíòðå ïëàòî, íî âûáîð ýòîãî öåíòðà íåâñåãäà î÷åâèäåí: ïëàòî ìîæåò áûòü àñèììåòðè÷íûìèëè ïëîõî âûðàæåííûì, åãî öåíòð ìîæåò ñäâèãàòü�ñÿ â ïðîöåññå ñõîäèìîñòè è ò. ä. Ïîýòîìó âûáîð îï�òèìàëüíîãî �, à ñëåäîâàòåëüíî íàèëó÷øåãî ïðèáëè�æåíèÿ äëÿ Q, è îöåíêà åãî ïîãðåøíîñòè ÿâëÿþòñÿâåñüìà ñóáúåêòèâíûìè.Íà íàø âçãëÿä, ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ìîæåòáûòü ðåøåíà îáúåêòèâíî. Äåëî â òîì, ÷òî îò � çàâè�ñèò íå òîëüêî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Q, íî è îøèá�êà åãî îïðåäåëåíèÿ; åñëè ýòà îøèáêà îöåíåíà ïðà�âèëüíî, òî òî÷íîå çíà÷åíèå Qexa
t äîëæíî áûòü ñîâ�ìåñòèìî ñ ïðèáëèæåííûìè ðåçóëüòàòàìè ïðè ëþáûõ� (ðèñ. 9á): òåì ñàìûì ñíèìàåòñÿ ïðîáëåìà �èêòèâ�2 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 17



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001
Qexa
t
Qexa
t

Q
�opt 321

�Q
��opt

3 12 à
á

�èñ. 9. à) Ëþáàÿ âåëè÷èíà Q, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-òàòå ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, òåîðåòè÷åñêè íå çàâèñèòîò îïòèìèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà �, íî â óñëîâèÿõîãðàíè÷åííîé èí�îðìàöèè òàêàÿ çàâèñèìîñòü âîç-íèêàåò. Ïðè óâåëè÷åíèè èí�îðìàöèè ýòà çàâèñè-ìîñòü ýâîëþöèîíèðóåò îò êðèâîé 1 ê êðèâûì 2, 3 èò. ä. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå � ëåæèò âáëèçè öåíòðàïëàòî. á) Îò � çàâèñèò íå òîëüêî ïðèáëèæåííîå çíà-÷åíèå Q (æèðíàÿ êðèâàÿ), íî è îøèáêà åãî îïðåäå-ëåíèÿ (êîðèäîð îøèáîê çàøòðèõîâàí); ïðè ïðàâèëü-íîé îöåíêå îøèáêè òî÷íîå çíà÷åíèå Qexa
t äîëæíîáûòü ñîâìåñòèìî ñî âñåìè äàííûìè. Â ïîêàçàííîé¾èäåàëüíîé¿ ñèòóàöèè âûáîð îïòèìàëüíîãî çíà÷å-íèÿ � ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ðåçóëüòàòà ñ ìèíèìàëüíîéïîãðåøíîñòüþíîé çàâèñèìîñòè Q îò �. Åñëè òàêàÿ ¾èäåàëüíàÿ¿ñèòóàöèÿ äîñòèãíóòà, òî âûáîð îïòèìàëüíîãî çíà÷å�íèÿ � ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ðåçóëüòàòà ñ ìèíèìàëüíîéïîãðåøíîñòüþ.Ïðîöåäóðó îïòèìèçàöèè ëîãè÷íî ïðîâîäèòü íàñòàäèè èíòåðïîëÿöèè, òàê êàê âñå íåîïðåäåëåííîñòèðåçóëüòàòîâ, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ñâÿçàíû ñ íåòî÷íûìçíàíèåì êîý��èöèåíòîâ WN . Åñëè ïåðåïèñàòü (22)â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå,WN = 
aNN~b�(N + b� ~b)(1 + ~A1N � ~N++ ~A2(N � ~N)2 + : : :+ ~AK(N � ~N)K + : : :) ; (63)è ïðîâîäèòü èíòåðïîëÿöèþ ïóòåì îáðûâà ðÿäà èïîäáîðà êîý��èöèåíòîâ ~AK , òî âîçíèêàåò ìíîæå�ñòâî ðåàëèçàöèé èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû, õà�

ðàêòåðèçóåìîå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, ~b è ~N . �àññìîò�ðåíèå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò äîñòàòî÷íóþý��åêòèâíîñòü òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè: òî÷íîñòü èí�òåðïîëÿöèè ïðè îïòèìàëüíûõ ~b è ~N ìîæåò íà ïîðÿä�êè ïðåâûøàòü òó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èõ ñëó�÷àéíîì âûáîðå. Ìû ïðîâåäåì îïòèìèçàöèþ ïî ~b èçòåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, à îïòèìèçàöèþ ïî ~N �÷èñëåííî8). 6.2. Îïòèìèçàöèÿ ïî ~bÎïòèìèçàöèÿ ïî ~b ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì î ïàðà�ìåòðèçàöèè àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà, êîòîðàÿ ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå 
aN�(N+b), 
aNN b�1N ! è ò. ä.Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [11, 12℄,íî íå ïîëó÷èë óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ~b = b è ~b = b�1 ïðèâîäÿòê òîæäåñòâåííûì ðåçóëüòàòàì:N~b�(N + b� ~b) == ( N b�(N); ~b = b;N b�1�(N+1) = N b�(N); ~b = b�1: (64)Ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ëþáîé âåëè÷èíûQ, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, ïðè~b = b è ~b = b� 1 ñîâïàäàþò. Ïðè óâåëè÷åíèè èí�îð�ìàöèè î êîý��èöèåíòàõ WN �óíêöèÿ Q(~b) ñòàíî�âèòñÿ âñå áîëåå ìåäëåííîé; ñ ðîñòîì õàðàêòåðíîãîìàñøòàáà L, íà êîòîðîì îíà ìåíÿåòñÿ, åå k-ÿ ïðîèç�âîäíàÿ óáûâàåò êàê 1=Lk è â ñèòóàöèè îáùåãî ïî�ëîæåíèÿ âîçíèêàåò ýêñòðåìóì â òî÷êå ~b = b � 1=2;âîçíèêàþùåå ïëàòî ¾ëîæèòñÿ¿ íà çíà÷åíèÿ Q ïðè~b = b è ~b = b � 1, à òî÷êà ~b = b � 1=2 ñòàíîâèò�ñÿ åãî åñòåñòâåííûì öåíòðîì. Îøèáêà âîññòàíîâëå�íèÿ Q, êàê âñÿêàÿ âåëè÷èíà, èìååò ïðè ~b = b � 1=2ýêñòðåìóì, è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îí îêàæåò�ñÿ ìèíèìóìîì (ñì. ðàçä. 8). Òàêèì îáðàçîì, âûáîð~b = b� 1=2 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâó�åò ïàðàìåòðèçàöèè àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà â âèäåW asN = 
aNN b�1=2�(N + 1=2): (65)Åñëè A1=N � ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê àñèìïòîòèêå (ñì.(22)), òî åå çàâèñèìîñòü îò ~b èìååò âèäA1 = �A1 � (b� 1=2� ~b)2=2; (66)8) Óâåëè÷åíèå ÷èñëà îïòèìèçàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì, òàê êàê íà ýòîì ïóòè ëåãêîäîéòè äî àáñóðäà. Òàê, ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ ìîæíîèìèòèðîâàòü áûñòðóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ê íåïðàâèëüíî�ìó ðåçóëüòàòó; â íàøåì ïîäõîäå ìîæíî îáåñïå÷èòü ñîâïàäå�íèå ÷åòûðåõ îöåíîê èíäåêñà � è ïîëó÷èòü íóëåâóþ îöåíêóïîãðåøíîñòè.18



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :ãäå �A1 � çíà÷åíèå A1 ïðè ~b = b � 1=2. Âî âñåõ èç�âåñòíûõ ñëó÷àÿõ �A1 < 0 (ñì. [19; 23; 27; 28℄), è äëÿïàðàìåòðèçàöèè (65) ïîïðàâêà ìèíèìàëüíà; òåì ñà�ìûì áîëåå âåðîÿòíà õîðîøàÿ ñøèâêà àñèìïòîòèêèñ íèçøèìè ïîðÿäêàìè. Çàìåòèì, ÷òî â ìåòîäå Ëèïà�òîâà [2℄ àñèìïòîòèêà âîçíèêàåò â âèäåp2�
(a=e)NN b�1=2NN :Ïàðàìåòðèçàöèÿ (65) ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþp2�e�NNN � �(N + 1=2);òî÷íîñòü êîòîðîãî îêîëî 4% äàæå ïðè N = 1, è âýòîì ñìûñëå îíà áëèçêà ê ¾åñòåñòâåííîé¿. Äëÿ àí�ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îïòèìàëüíàÿ ïàðàìåò�ðèçàöèÿ ñîâïàäàåò ñ (55), à â íóëü-ìåðíîì ñëó÷àå ñn = 1 áëèçêà ê (34), (35).6.3. Îïòèìèçàöèÿ ïî ~NÄëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîäðîáíî èñ�ñëåäîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ ñ L0 = 1, L = 9, ò. å. ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ïåðâûõ äåâÿòè êîý��èöèåíòîâ WN ;îíà ñîîòâåòñòâîâàëà òî÷íîñòè � 10�3. Èíòåðïîëÿ�öèÿ íà îñíîâå �îðìóëû (22) îêàçàëàñü ñîâåðøåííîíåóäîâëåòâîðèòåëüíîé � äëÿ ðàçóìíûõ èíòåðâàëîâóñðåäíåíèÿ çíà÷åíèÿ �2 ïðè îáðàáîòêå ïî ñòåïåí�íîìó çàêîíó (20) îêàçûâàëèñü îãðîìíûìè, è ñêîëü�êî-íèáóäü ÷åòêîé êàðòèíû ìèíèìóìîâ íå âîçíèêàëî.Ïðè÷èíà ýòîãî ïðîÿñíÿåòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ïîëó÷åí�íûõ êîý��èöèåíòîâ UN ñ òî÷íûìè: êàê âèäíî èçðèñ. 10à, ðàçëè÷èÿ âåëèêè è îáðàáîòêà ïî ñòåïåí�íîìó çàêîíó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíà. Îòêëîíåíèÿíàðàñòàþò ïðèìåðíî ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî äëÿ ñëó�÷àéíûõ îøèáîê, íî èçìåíÿþòñÿ ïëàâíî è èìåþò àíà�ëîãè÷íûé âèä äëÿ ðàçíûõ b0. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç�ìîæíûì ñêîìïåíñèðîâàòü ýòè îòêëîíåíèÿ â øèðî�êîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé b0 ïóòåì îïòèìèçàöèè ïî ~N .Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïðè÷åì îáëàñòü îïòè�ìàëüíûõ çíà÷åíèé ~N ìîæíî íàéòè, íå çíàÿ çàðàíååðåçóëüòàòà. Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå �2äëÿ èíòåðâàëà 20 � N � 40 â çàâèñèìîñòè îò ~N äëÿöåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé b0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òîâ èíòåðâàëå ~N = �(5:0�5.5) ìàëûå çíà÷åíèÿ �2 äî�ñòèãàþòñÿ ñðàçó äëÿ b0 = 0, 1, 2, 3. Ýòî óêàçûâàåòíà âîçìîæíîñòü êîìïåíñàöèè îøèáêè â UN äëÿ âñåõb0 � 0, òàê êàê ïðè áîëüøèõ b0 îøèáêè âñåãäà ìàëû(ñì. ï. 2.3). Èç ðèñ. 10á âèäíî, ÷òî äëÿ ~N = �5:4îòêëîíåíèÿ ïîëó÷åííûõ UN îò òî÷íûõ ïðè b0 � 0äåéñòâèòåëüíî ïî÷òè íåçàìåòíû.Âîçìîæíîñòü áîëåå òîíêîé îïòèìèçàöèè îñíîâà�íà íà òîì, ÷òî â �îðìóëå (29) îøèáêè èíòåðïîëÿöèè
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�èñ. 10. à) Ñðàâíåíèå êîý��èöèåíòîâ UN äëÿ àí-ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëü-òàòå èíòåðïîëÿöèè äëÿ ~N = 0 ñ èñïîëüçîâàíèåìïåðâûõ äåâÿòè êîý��èöèåíòîâWN (ñïëîøíûå êðè-âûå), ñ òî÷íûìè (øòðèõè); âåðòèêàëüíûìè øòðèõà-ìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ N , âûøå êîòîðûõ ïîâåäåíèåòî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ UN âèçóàëüíî íåîòëè÷èìîîò ñòåïåííîãî çàêîíà. á) Òå æå êðèâûå ïîñëå îïòè-ìèçàöèè ïî ~N (äëÿ ~N = �5:4)èãðàþò òàêóþ æå ðîëü, êàê âûñøèå ïîïðàâêè ê ñêåé�ëèíãó, ïîêàçàííûå ìíîãîòî÷èåì. Ïðè èçìåíåíèè ~Nîøèáêè èíòåðïîëÿöèè ïëàâíî ìåíÿþòñÿ è ïðè íåêî�òîðîì ~N ìîãóò ïðèáëèæåííî êîìïåíñèðîâàòüñÿ ïî�ïðàâêàìè ê ñêåéëèíãó: ýòîò ìîìåíò ìîæíî çà�èê�ñèðîâàòü ïî ìàêñèìàëüíîìó ñáëèæåíèþ ðàçëè÷íûõîöåíîê � è W1.Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ñ îïðåäåëåíèåì ïà�ðàìåòðîâ � è W1 ïðîâîäèëàñü äëÿ ~N â èíòåðâàëåîò �5:0 äî �5:6 ñ øàãîì 0:1. ¾Ïðàâèëüíàÿ¿ êàð�òèíà ìèíèìóìîâ �2 íàáëþäàëàñü äëÿ ~N = �5:5;ïðè ~N = �5:6 ïåðâûé ìèíèìóì �2 èñ÷åçàë, à ïðè~N � �5:4 îí îêàçûâàëñÿ ðàñùåïëåííûì íà äâà. Ïðè�÷èíó ðàñùåïëåíèÿ êà÷åñòâåííî ëåãêî ïîíÿòü: êàê ÿñ�íî èç ðèñ. 10 è 11, äëÿ �èêñèðîâàííîãî ~N ñóùåñòâó�åò íåêîòîðîå b0, äëÿ êîòîðîãî âëèÿíèå îøèáêè èí�òåðïîëÿöèè íà UN ïðàêòè÷åñêè ñêîìïåíñèðîâàíî;19 2*
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lg �2 b0 = 5
�èñ. 11. Ïîâåäåíèå �2 äëÿ èíòåðâàëà 20 � N � 40â çàâèñèìîñòè îò ~N ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõb0 äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðàïðè ýòîì b0 è âîçíèêàåò ìèíèìóì �2, êîòîðûé ÿâ�ëÿåòñÿ ¾ëèøíèì¿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 8. Ïîñêîëü�êó a priori òðóäíî ðåøèòü, êàêîé èç äâóõ ¾ïåðâûõ¿ìèíèìóìîâ �2 ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, ìû ïðîâîäèëèîöåíêè äëÿ êàæäîãî èç íèõ � �àêòè÷åñêè îíè îêà�çûâàëèñü áëèçêèìè.�åçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 3 è ïîêàçàíû íàðèñ. 12. �àçáðîñ îöåíîê � èW1 äàåò îöåíêó îøèáêèïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû; ÷òîáû âîçíèêëà ¾èäåàëüíàÿ¿êàðòèíà, îæèäàåìàÿ ñîãëàñíî ðèñ. 9á, ïîëó÷åííûéêîðèäîð îøèáîê äëÿ � íóæíî ðàñøèðèòü â 1.3 ðà�çà, à äëÿ W1 � â 1.1 ðàçà (ïóíêòèð íà ðèñ. 12),òîãäà çíà÷åíèÿ � = 0:38 è W1 = 0:52 (øòðèõè)ñîâìåñòèìû ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ âñåõ ~N . Âûáèðàÿâ êàæäîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ~N , ìèíèìèçèðóþùåå îä�íîñòîðîííþþ îøèáêó (ñòðåëêè íà ðèñ. 12), èìååìñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:� = 0:38� 0:05; W1 = 0:52� 0:12: (67)Ñðàâíåíèå ñ (57) ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêà îöåíèâà�åòñÿ àäåêâàòíî, íî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èëèñüíåñêîëüêî ñìåùåííûìè; ïðè ýòîì ñäâèã W1 ÿâëÿ�åòñÿ ñëåäñòâèåì ñäâèãà �.7. ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ßÄÎÂ ÒÅÎ�ÈÈÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Ï�È Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ gÅñëè èí�îðìàöèè î êîý��èöèåíòàõ WN äîñòà�òî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè W (g) ïðèg !1, òî ñóììèðîâàíèå ðÿäà (1) ïðè ïðîèçâîëüíûõg íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû: ïðè N . 40 êîý��èöèåí�òû UN âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (19), à äàëåå èõ

ìîæíî ïðîäîëæèòü ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå U1N��1.Òåì ñàìûì èçâåñòíû âñå êîý��èöèåíòû ñõîäÿùå�ãîñÿ ðÿäà (9). Îøèáêà ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿòî÷íîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè,�as = ÆUNUN ����N�1 = ÆU1U1 + Æ� lnN; (68)êîòîðàÿ çàâèñèò îò N ëîãàðè�ìè÷åñêè è â îãðàíè�÷åííîì èíòåðâàëå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Åñ�ëè ââåñòè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá N
, íà êîòîðîì îò�íîñèòåëüíàÿ îøèáêà ñðàâíèâàåòñÿ ñ �as, è ïðèíÿòüàïïðîêñèìàöèþÆUNUN = ( 0; N < N
;�as; N � N
; (69)òî ïðè ag � 1 ïîëó÷èìÆB(g) = 1XN=N
 �asUN exp��N
ag � == 8<: �asB(g); ag � N
;�asUN
ag exp (�N
=ag) ; ag � N
: (70)Ïîäñòàâëÿÿ (70) â (8) è èñïîëüçóÿ ïðè ag � N
 ìå�òîä ïåðåâàëà, èìååìÆW (g)W (g) ��8<: �as; ag & N
;�as exp��2(N
=ag)1=2	 ; ag . N
; (71)ãäå ìû îïóñòèëè äëÿ íàãëÿäíîñòè íåêîòîðûå ïðåä�ýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ� ðåçóëüòàòû äëÿ îáëàñòè ag � N
 íåñêîëüêî ìîäè��èöèðóþòñÿ; â ÷àñòíîñòè, äëÿ �1 < � < 0 èìååìÆW (g) = �as(W (g) � W (g
)), ãäå ag
 � N
. Åñòå�ñòâåííûì ìàñøòàáîì äëÿ N
 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà ðà�áî÷åãî èíòåðâàëà (Nmin; Nmax), ò. å.N
 � 30, îäíàêîîòëè÷èÿ îò ýòîãî çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü âåëèêè, òàêêàê ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ëîãà�ðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå (lnN
 � ln 30). Ôàêòè÷åñêèàïïðîêñèìàöèÿ (69) ñ ïîñòîÿííûì N
 ðàçóìíà ëèøüïðè áîëüøèõ g; â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà (71) ñïðàâåä�ëèâà ñ ý��åêòèâíûì çíà÷åíèåì N
, êîòîðîå îïðåäå�ëÿåòñÿ íîìåðîì ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ÆUNuN â ðÿäåäëÿ ÆB(u) è ïðè ìàëûõ g ïðèáëèæàåòñÿ ê L+1, ò. å.íîìåðó ïåðâîãî íåèçâåñòíîãî êîý��èöèåíòà WN .Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿíóëü-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñòîëáöå äàíû20



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Òàáëèöà 3. Ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåð-ïîëÿöèè ñ L0 = 1; L = 9 (çíà÷åíèÿ â ñêîáêàõ äëÿ ~N = �5:6 îöåíèâàþòñÿ â òî÷êå b0 = 2:20, â êîòîðîé èñ÷åçàåòïåðâûé ìèíèìóì �2)�~N �5:0 �5:1 �5:2 �5:3 �5:4 �5:5 �5:60.398 0.396 0.393 0.390 0.385Ïåðâûé ìèíèìóì �2 0.378 (0.373)0.476 0.452 0.422 0.399 0.384Âòîðîé ìèíèìóì �2 0.50 0.47 0.42 0.37 0.33 0.29 0.34Ñìåíà çíàêà U1 0.585 0.535 0.485 0.445 0.405 0.365 0.335Ëèíåéíûé ó÷àñòîê U1(b0) 0.495 0.445 0.40 0.36 0.32 0.29 0.26W1~N �5:0 �5:1 �5:2 �5:3 �5:4 �5:5 �5:60.490 0.495 0.500 0.505 0.513Ïåðâûé ìèíèìóì �2 0.529 (0.540)0.356 0.390 0.440 0.487 0.517Ëèíåéíûé 0.226 0.290 0.373 0.463 0.572 0.675 0.712ó÷àñòîê U1(b0) 0.502 0.538 0.568 0.698 0.885 1.09 0.953
0.20.30.40.50.6

5.0 5.2 5.4 5.6 5.0 5.2 5.4 5.60.20.40.60.81.01 2 � = 0:38 � 0:05 � ~N11 4 4
3�

� ~N1 W1 = 0:52� 0:121 212
31 à áW1

2 3
�èñ. 12. �àçëè÷íûå îöåíêè � (à) è W1 (á) äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Öè�ðû ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþòíóìåðàöèè â ðàçä. 3. Ïóíêòèðîì ïîêàçàí êîðèäîð îøèáîê, ðàñøèðåííûé â 1.3 ðàçà äëÿ � è â 1.1 ðàçà äëÿ W1òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (32) ñ n = 1, âî âòî�ðîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ñòîëáöàõ ïðèâåäåíûðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåìñîîòâåòñòâåííî òî÷íûõ WN , èíòåðïîëÿöèè ñ L0 = 1,L = 5 è èíòåðïîëÿöèè ñ L0 = 1, L = 1. Â êàæäîìñëó÷àå èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå b0, ñîîòâåòñòâóþ�ùåå ïåðâîìó ìèíèìóìó �2. Ñîïîñòàâëåíèå ñ (71)ïîêàçûâàåò, ÷òî N
 � 200 äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî

ñòîëáöîâ è N
 � 10 äëÿ ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà.Â òàáë. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ àíãàð�ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Â ïåðâîì ñòîëáöå äàíûòî÷íûå çíà÷åíèÿ E0(g), âçÿòûå èç ðàáîòû [24℄, âîâòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòûñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ WN èèíòåðïîëÿöèè ñ L0 = 1, L = 9. Îöåíèâàåìûå N
 äî�ñòèãàþò çíà÷åíèé îêîëî 200 äëÿ âòîðîãî è îêîëî 5021



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001Òàáëèöà 4. Ñðàâíåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà (32) ñ n = 1 è ðåçóëüòàòîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäàW (g) � 10g Òî÷íîå Ñóììèðîâàíèå Ñóììèðîâàíèå Ñóììèðîâàíèåçíà÷åíèå 
 òî÷íûìè WN ïðè èíòåðïîëÿöèè ïðè èíòåðïîëÿöèèñ L0 = 1, L = 5 ñ L0 = 1, L = 11 6.842134 6.842135 6.842134 6.84362 6.183453 6.183454 6.183452 6.18674 5.497111 5.497110 5.497105 5.50348 4.820615 4.820608 4.820594 4.83216 4.181699 4.181669 4.181637 4.20032 3.597297 3.59720 3.59714 3.62464 3.075230 3.07500 3.07490 3.113128 2.616802 2.61633 2.61617 2.668256 2.219222 2.2184 2.2182 2.285512 1.877472 1.8761 1.8758 1.9591024 1.585578 1.5835 1.5831 1.68g !1 0:9064g�0:25 0:895g�0:247 0:895g�0:247 0:912g�0:269Òàáëèöà 5. Ñðàâíåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ðåçóëüòà-òîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà. Äàíà çàâèñèìîñòü 2E0(g) îò 2g, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ñ ÷èñëàìè, ïðèâîäèìûìèáîëüøèíñòâîì àâòîðîâ è îòíîñÿùèìèñÿ ê äðóãîé íîðìèðîâêå2E0(g)2g Ñóììèðîâàíèå ÑóììèðîâàíèåÒî÷íîå çíà÷åíèå 
 òî÷íûìè WN ïðè èíòåðïîëÿöèè(b0 = 1:30) ñ L0 = 1, L = 9( ~N = �5:3, b0 = 3:55)0.5 1.241854 1.241854 1.2418571 1.392352 1.392352 1.3923962 1.607541 1.607545 1.607903 1.769589 1.769605 1.77064 1.903137 1.903178 1.90515 2.018341 2.018418 2.021410 2.449174 2.44961 2.459920 3.009945 3.0117 3.04050 4.003993 4.0115 4.096100 4.999418 5.018 5.19g !1 2 � 0:668g1=3 2 � 0:602g0:349 2 � 0:511g0:38722



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :äëÿ òðåòüåãî ñòîëáöîâ.Èí�îðìàöèþ îá àñèìïòîòèêå W (g) ìîæíîó÷åñòü è â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ¾êîí��îðì-áîðåëÿ¿ (ï. 2.1), èíòåðïîëèðóÿ êîý��èöèåí�òû UN , âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëå (11), ñ èçâåñòíîéèõ àñèìïòîòèêîé (17). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè (69)ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî (71)ÆW (g)W (g) ��8<: �as; ag & N2
 ;�as exp��3(N2
 =ag)1=3	 ; ag . N2
 : (72)Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ g, êîãäàN
 áëèçêî ê L+1, òà�êàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ïðèâîäÿê ìåíüøåé îøèáêå ïî ñðàâíåíèþ ñ (71); ïðè áîëüøèõg äîñòèæåíèå çíà÷åíèé N
, ïîäîáíûõ óêàçàííûì âû�øå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåðåàëüíûì.Â ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷å�ñêèõ èíäåêñîâ [6℄ âòîðîé ðÿä â (9) îáðûâàåòñÿ íà L-ì÷ëåíå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îøèáêå (72) ñ N
 = L + 1è �as � 1. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èçâåñòíî áîëüøîå÷èñëî êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (L = 6), êîòîðûåõîðîøî ñøèâàþòñÿ ñ (2), ÷òî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿíà âîññòàíîâëåíèå àñèìïòîòèêè ñêåéëèíãîâûõ �óíê�öèé ñ òî÷íîñòüþ �as � 10�2 è íà íåêîòîðîå óâåëè�÷åíèå N
 çà ñ÷åò èíòåðïîëÿöèè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâ�ëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîäíÿòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ íà äâà-òðè ïîðÿäêà óæå ïðèèìåþùåéñÿ èí�îðìàöèè. Èñïîëüçîâàíèå ìîäè�èöè�ðîâàííîãî êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåò êäàëüíåéøåìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè, åñëè â ñîîòâåò�ñòâóþùåé îáëàñòè ag � 0:2 îêàæóòñÿ äîñòèæèìûìèçíà÷åíèÿ N
 & 20.8. ÒÅÎ�Èß '48.1. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè�åëë-Ìàííà�ËîóÒåïåðü îáðàòèìñÿ ê ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé çà�äà÷å � âîññòàíîâëåíèþ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîóòåîðèè '4, ïðèíèìàÿ �(g) â êà÷åñòâå W (g) è èñõîäÿèç èí�îðìàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â (5) è (6).Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå �îðìó�ëû (63) ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ~b = 4. Íàðèñ. 13 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå �2 äëÿ èíòåðâàëà20 � N � 40 â çàâèñèìîñòè îò ~N äëÿ íåñêîëü�êèõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé b0. Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî ïåðñïåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ~N âáëè�çè íóëÿ, ãäå êðèâûå äëÿ b0 = �1, 0, 1, 2 èìåþò

0 2 4 6 8510
15lg�2

�2 � ~N
0231�1

b0 = 5

�èñ. 13. Ïîâåäåíèå �2 äëÿ èíòåðâàëà 20 � N � 40â çàâèñèìîñòè îò ~N ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõb0 äëÿ òåîðèè '4

�20�100
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�0:5�0:9�1:1�1:3
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b0 =1 b0 = 10 5

0.5
�1:5�1:7�1:9

0

�èñ. 14. Çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ~UN == UN�(b0 + 2) îò N ïðè ðàçëè÷íûõ b0 (òî÷êè) èèõ îáðàáîòêà ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (ñïëîøíûå êðè-âûå) äëÿ òåîðèè '4. Èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿñ ~b = 4, ~N = 0, áëèçêàÿ ê îïòèìàëüíîéðåçêèå ìèíèìóìû. Ïîäðîáíî èññëåäîâàëñÿ èíòåðâàë�0:5 � ~N � 0:5.Íà ðèñ. 14 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâ~UN = UN�(b0 + 2) äëÿ èíòåðïîëÿöèè ñ ~N = 0, áëèç�23
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�èñ. 15. à) Êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2 äëÿ òåîðèè '4(èíòåðâàë 20 � N � 40) è á) çàâèñèìîñòè �eff è ~U1îò b0 äëÿ ~N = 0. Øòðèõè � çàâèñèìîñòü U1(b0)äëÿ �èêñèðîâàííîãî � = 1êîé ê îïòèìàëüíîé. Åñëè èñêëþ÷èòü êðèâûå äëÿb0 � 1 è b0 � �2, äëÿ êîòîðûõ âûõîä íà àñèìïòî�òèêó çàòÿíóò, òî ïðè áîëüøèõ N èìååòñÿ ïðèáëèçè�òåëüíûé âûõîä íà êîíñòàíòó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà�÷åíèþ èíäåêñà �, áëèçêîìó ê 1. Ýòîò âûâîä ïîäòâåð�æäàåòñÿ ïîëîæåíèåì âòîðîãî ìèíèìóìà �2 è ñìåíîéçíàêà U1 (ðèñ. 15). ×åòêàÿ êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2íàáëþäàëàñü äëÿ ~N � 0:2; ïðè óâåëè÷åíèè ~N ïåð�âûé ìèíèìóì �2 ïðèáëèæàëñÿ êî âòîðîìó è ñëèâàë�ñÿ ñ íèì. Ïîýòîìó ïðè ~N � 0:3 îöåíêè ïî ïåðâîìóìèíèìóìó îòñóòñòâóþò.�åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 6 è íà ðèñ. 16.Äëÿ èíäåêñà � èäåàëüíàÿ êàðòèíà, ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ ðèñ. 9á, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè ïîëó÷åí�íîãî êîðèäîðà îøèáîê â äâà ðàçà (ïóíêòèð íàðèñ. 16à), ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèå � = 0:96 ñîâìåñòè�ìî ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ âñåõ ~N . Ïðè �èêñèðîâàííîìèíòåðâàëå 20 � N � 40 âñå ÷åòûðå îöåíêè äëÿ �ñîâïàäàþò ïðè ~N = �0:12 íà óðîâíå 10�3; îñíîâ�

0.50.91.3
�0:4 �0:2 0 0.2 0.4 ~N
�0:4 �0:2 0 0.2 0.4 ~N5913

17
� 3 1

31

à
á � = 0:96 � 0:01 243

3
12W1 24 2

W1 = 7:4� 0:4
1

�èñ. 16. �àçëè÷íûå îöåíêè � (à) èW1 (á) äëÿ òåî-ðèè '4. Îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî íà ðèñ. 12. Ïóíêòè-ðîì ïîêàçàí êîðèäîð îøèáîê äëÿ �, ðàñøèðåííûéâ 2 ðàçàíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò èç-çà ñëàáîé çàâè�ñèìîñòè îò èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ. Ñ ó÷åòîì óäâîå�íèÿ îøèáêè èìååì� = 0:96� 0:01: (73)Äëÿ W1 (ðèñ. 16á) èäåàëüíàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿñðàçó, è çíà÷åíèå W1 = 7:4 ñîâìåñòèìî ñî âñåìèäàííûìè. Îäíîñòîðîííÿÿ îøèáêà ìèíèìàëüíà ïðè~N = �0:08, îòêóäàW1 = 7:4� 0:4: (74)Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðàâèëüíîñòü îïòèìèçàöèèïî ~b, ïðîâåäåííîé â ï. 6.2 íåñêîëüêî ýâðèñòè÷å�ñêèì îáðàçîì. Èñïîëüçîâàëîñü îïòèìàëüíîå çíà÷å�íèå ~N = �0:12, à çíà÷åíèÿ ~b âàðüèðîâàëèñü â èí�òåðâàëå 0 � ~b � 6. Â ñåðåäèíå èíòåðâàëà íàáëþäà�ëàñü ÷åòêàÿ êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2, òîãäà êàê ïðèïðèáëèæåíèè ê åãî êðàÿì ïåðâûé ìèíèìóì �2 ïðè�áëèæàëñÿ êî âòîðîìó è ñëèâàëñÿ ñ íèì àíàëîãè÷íîòîìó, êàê ýòî áûëî ïðè óâåëè÷åíèè ~N . �åçóëüòàòûäëÿ � è W1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 17; åñëè êîðèäîðîøèáîê äëÿ � óâåëè÷èòü â äâà ðàçà, à äëÿ W1 � â1.1 ðàçà, òî çíà÷åíèÿ (73), (74) ñîâìåñòèìû ñî âñåìèäàííûìè, çà èñêëþ÷åíèåì óçêîãî èíòåðâàëà âáëèçè~b = 5:5, ãäå ñáëèæåíèå âñåõ îöåíîê íîñèò ÿâíî ñëó�÷àéíûé õàðàêòåð. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìèíèìàëü�íàÿ îøèáêà ñîîòâåòñòâóåò (73), (74).Ñóììèðîâàíèå ðÿäà äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàí-íà�Ëîó ïðè êîíå÷íûõ g ïðîâîäèëîñü àíàëîãè÷íî24



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Òàáëèöà 6. Ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè äëÿ òåîðèè '4, ïîëó÷åííûå ïðè èíòåðïîëÿöèè ñ L0 = 2, L = 5, ~b = 4 èðàçëè÷íûìè ~N�~N �0:5 �0:3 �0:2 �0:12 �0:1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.5Ïåðâûé 0:962ìèíèìóì �2 0.863 0.920 0.945 �0:005 0.964 0.975 0.974 0.931 � �Âòîðîéìèíèìóì �2 0.54 0.78 0.90 0:960 0.970 1.00 1.01 1.01 0.97 1.16Ñìåíà 0:960çíàêà U1 0.795 0.865 0.915 �0:961 0.973 1.035 1.105 1.175 1.255 1.415Ëèíåéíûé 0:961ó÷àñòîê 0.907 0.90 0.929 �0:001 0.971 1.022 1.082 1.147 1.218 1.371W1~N �0:5 �0:3 �0:2 �0:12 �0:1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.5Ïåðâûé 6:36ìèíèìóì �2 4.67 5.22 5.75 �0:16 6.63 8.26 11.82 30.9 � �Ëèíåéíûé 3.02 5.58 6.55 7:35 7.34 7.18 6.78 6.45 5.91 5.05ó÷àñòîê 15.9 10.0 7.85 7:55 7.61 9.07 11.3 16.5 17.3 12.3ðàçä. 7. Òî÷íîñòü îöåíèâàëàñü ïóòåì âàðüèðîâàíèÿïî b0 è ~N ; âàðèàöèÿ ïî b0 äàâàëà çíà÷èòåëüíî áîëååâûñîêèå çíà÷åíèÿN
 è ïîçâîëÿëà ìåíÿòü àñèìïòîòè�êó W (g) áåç ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâïðè g � 1. Åñëè ìåíÿòü ~N , ïîäñòðàèâàÿ b0 òàê, ÷òî�áû ïîääåðæèâàòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå � = 0:96, òîíàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå W1 = 7:4 ðåàëèçóåòñÿïðè ~N = �0:067, à óêàçàííîé â (74) íåîïðåäåëåííî�ñòè ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë �0:09 � ~N � �0:05. Ñî�îòâåòñòâåííî, â òàáë. 7 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ~N = �0:067, à îøèáêà îöåíèâàåòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâ�ëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ~N = �0:05 è �0:09. Îáðà�òèì âíèìàíèå, ÷òî âûõîä íà àñèìïòîòèêó (7) ïðîèñ�õîäèò äîâîëüíî ìåäëåííî � äàæå ïðè g = 100 ðàç�ëè÷èå ñîñòàâëÿåò îêîëî 15%.Íà ðèñ. 18 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ g � 20ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.8.2. Âîçìîæíîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîãîâåòâëåíèÿÏîëó÷åííîå çíà÷åíèå � ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäè�íèöû, è âîçíèêàåò âîïðîñ, äîñòàòî÷íà ëè òî÷íîñòü

äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ýòî îòêëîíåíèå çíà÷èìûì.Ôîðìàëüíî ýòî òàê: îöåíêà îøèáêè ïðîâîäèòñÿ îáú�åêòèâíî, è ó íàñ íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé äëÿ åå ñó�ùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå âîçìîæíîñòüòî÷íîãî ðàâåíñòâà � = 1 íå èñêëþ÷åíà, ïîñêîëüêóàñèìïòîòèêà (7) ìîæåò ñîäåðæàòü ëîãàðè�ìè÷åñêèåïîïðàâêè,W (g) =W1g�(ln g)�
 ; g !1; (75)êîòîðûå ïðè 
 > 0 ìîãóò èìèòèðîâàòü íåáîëüøîåóìåíüøåíèå �. Â ýòîì ñëó÷àå â �îðìóëå (20) âîçíè�êàåò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü (lnN)�
 ïðè íåèç�ìåííîì W1 è ðåçóëüòàòû äëÿ UN ìîãóò áûòü îáðà�áîòàíû ïî çàêîíó (75) ñ ïàðàìåòðàìè� = 1; 
 � 0:14; W1 � 7:7 (76)áåç óâåëè÷åíèÿ �2. Ôàêòè÷åñêè âîçìîæíîñòü ëîãà�ðè�ìè÷åñêîãî âåòâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì âåñü�ìà âåðîÿòíîé ââèäó ñëåäóþùèõ àðãóìåíòîâ.1. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè òî÷íîì ðàâåíñòâå� = 1 ëîãàðè�ìè÷åñêîå âåòâëåíèå íåèçáåæíî. Äåé�25
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�èñ. 17. Çàâèñèìîñòü îò ~b ðàçëè÷íûõ îöåíîê � (à)èW1 (á) äëÿ òåîðèè '4. Îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî íàðèñ. 16. Ïóíêòèðîì ïîêàçàí êîðèäîð îøèáîê, ðàñ-øèðåííûé â 2 ðàçà äëÿ � è â 1.1 ðàçà äëÿ W1Òàáëèöà 7. Ôóíêöèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè '4(â ñêîáêàõ � îöåíêà îøèáêè â åäèíèöàõ ïîñëåäíåãîçíàêà)g �(g) g �(g)0.2 0.04993(2) 30 138.7(50)0.4 0.18518(26) 40 193.2(75)0.6 0.3939(10) 50 248.3(100)0.8 0.6667(27) 60 303.9(127)1 0.9952(51) 70 359.7(155)2 3.272(33) 80 415.6(182)3 6.278(85) 90 471.7(212)4 9.758(157) 100 527.7(240)5 13.57(25) 150 808.1(389)6 17.64(36) 200 1087(54)7 21.90(47) 250 1366(70)8 26.32(60) 300 1644(86)9 30.87(75) 350 1920(101)10 35.53(90) 400 2196(127)15 59.95(175) 450 2471(133)20 85.59(275) 500 2745(149)25 111.9(38) g !1 7:41g0:96
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g
FN 0:9 g21:06 g1:92:99 g1:57:4 g0:961:5 g2�èñ. 18. Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííîé �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè '4 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) ñ ðåçóëü-òàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ � øòðèõîâûå êðèâûå ñâåðõóâíèç ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì [12, 13, 14℄. Íà âñòàâ-êå � ïðèâåäåííàÿ êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿ (ðàç-ëè÷èå ìåæäó ðàçíûìè ñïîñîáàìè èíòåðïîëÿöèè âýòîì ìàñøòàáå íåñóùåñòâåííî)ñòâèòåëüíî, çàïèøåì ðÿä (1) â âèäå èíòåãðàëà Çîì�ìåð�åëüäà�Âàòñîíà [2, 13℄W (g) = 1XN=N0WN (�g)N = � 12i IC dzW(z)sin�z gz; (77)ãäå W(z) � àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå WN íàêîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (W(N) = WN ), C � êîí�òóð, îõâàòûâàþùèé òî÷êè N0; N0 + 1; N0 + 2; : : :(ðèñ. 19). Åñëè z = � � êðàéíÿÿ ïðàâàÿ îñîáåííîñòüW(z)= sin�z, òî êîíòóð ìîæíî äå�îðìèðîâàòü â ïî�ëîæåíèå C 0 è ïîêàçàòü, ÷òî ýòà îñîáåííîñòü îïðå�äåëÿåò ïîâåäåíèå W (g) ïðè g ! 1. ×èñòî ñòåïåí�íîìó çàêîíó (7) ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå ïðè z = �ïðîñòîãî ïîëþñà9), çàêîíó (75) � îñîáåííîñòü âèäà(z � �)
�1.Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè �-�óíêöèè (5) ïåð�âûé ÷ëåí �0 îòñóòñòâóåò óæå â ñèëó îïðåäåëåíèÿ; èñ�÷åçíîâåíèå æå ñëåäóþùåãî êîý��èöèåíòà �1 íîñèòñëó÷àéíûé õàðàêòåð � òàê, â (4� �)-ìåðíîé òåîðèè'4 îí îòëè÷åí îò íóëÿ è îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà �; ñî�îòâåòñòâåííî, è W(1) � �. Èç ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà� ! 0 ÿñíî, ÷òî â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå W(1) = 0è ïðîñòîé ïîëþñ ïðè � = 1 íåâîçìîæåí. Åñëè îá�9) Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá àíàëèòè÷�íîñòè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ïðèN � N0, íåîáõîäèìîå äëÿ åå èíòåðïîëÿöèè, âî âñåõ ðàññìîò�ðåííûõ ñëó÷àÿõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòîì.26



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :zC0 N0 C� �èñ. 19ðàùåíèå â íóëü ïðè z ! 1 ïðîèñõîäèò ïî çàêîíóW(z) = !0(z � 1)
 , òî�(g) = !0�(1� 
)g(ln g)�
 ; g !1 (78)è ïîëîæèòåëüíîñòü 
 èìååò ïðîçðà÷íîå ïðîèñõîæäå�íèå.2. Â ðàáîòå Ëèïàòîâà [29℄ ðàññìîòðåí êëàññ òåî�ðèé ïîëÿ (îáîáùàþùèõ ÷åòûðåõìåðíóþ òåîðèþ '4)ñ íåëèíåéíîñòüþ òèïà 'n è ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí�ñòâà d = 2n=(n � 2), â êîòîðîé äëÿ íèõ èìååò ìå�ñòî ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Äëÿ âñåõ òàêèõ òåî-ðèé êîý��èöèåíò �1 = 0, íî ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûìîò íóëÿ ïðè óìåíüøåíèè d; ïîýòîìó W(1) = 0 àíà�ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïðåäåëå n ! 1 �óíê�öèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî [29℄ è êðàé�íÿÿ ïðàâàÿ îñîáåííîñòü W(z) îêàçûâàåòñÿ âèäà(z�1)3=2, ïðèâîäÿ ê àñèìïòîòèêå �(g) / g(ln g)�3=2.Ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ áîëü�øèõ, íî êîíå÷íûõ n íåàíàëèòè÷åñêîå îáðàùåíèå âíóëü òèïà (z � 1)
 ñîõðàíÿåòñÿ è îñîáåííîñòü ïðèz = 1 îñòàåòñÿ êðàéíåé ïðàâîé. Ïîýòîìó àñèìïòîòè�êà (78) ÿâëÿåòñÿ äëÿ òàêèõ òåîðèé ïîëÿ åñòåñòâåí�íîé è íåóäèâèòåëüíî, åñëè îíà ñîõðàíÿåòñÿ âïëîòüäî n = 4. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ! 1 çíàê W1 îòðè�öàòåëüíûé è �óíêöèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó èìååò íóëü;ïðÿìàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ðåçóëüòàòîâ ê n = 4 ïðè�âîäèò ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó äëÿ òåîðèè '4 [29℄.Ôàêòè÷åñêè ïðè òàêîé ýêñòðàïîëÿöèè íóæíî ó÷è�òûâàòü, ÷òî èíäåêñ 
 ìåíÿåòñÿ îò 3=2 äî ìàëûõçíà÷åíèé òèïà (76); òîãäà ñìåíà çíàêà àñèìïòîòè�êè ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî (78) åñòåñòâåííûì îáðàçîìïðè 
 = 1. (Ïîëîæèòåëüíîñòü !0 ñëåäóåò èç ñøèâêèW(2) � !0 è ïîëîæèòåëüíîñòè �2 [29℄.)Òàê èëè èíà÷å, âûáîð ïðîèñõîäèò ìåæäó äâóìÿâîçìîæíîñòÿìè: ÷èñòî ñòåïåííûì çàêîíîì (7) ñ èí�äåêñîì �, ÷óòü ìåíüøèì åäèíèöû, è àñèìïòîòèêîéâèäà (78) ñ 
 > 0. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå òåîðèÿ'4 îêàçûâàåòñÿ âíóòðåííå íåïðîòèâîðå÷èâîé.

8.3. Î ðåçóëüòàòå ðàáîò [12, 13℄Íà êðèâûõ ðèñ. 14 ïðè N < 10 âûäåëÿåòñÿ ëè�íåéíûé ó÷àñòîê ~UN � 1:1(N � 1), óñòîé÷èâûé îò�íîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ b0 è èíòåðïîëÿöèîííîé ïðî�öåäóðû. Îí ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü èñòèí�íîé àñèìïòîòèêè ~UN (åñëè ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòû äëÿN > 10 èçäåðæêàìè èíòåðïîëÿöèè) è ñîîòâåòñòâó�åò çàâèñèìîñòè �(g) � 1:1g2, áëèçêîé ê ðåçóëüòàòóðàáîò [12, 13℄.Â äåéñòâèòåëüíîñòè óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ó÷àñò�êà èìååò äðóãîå ïðîèñõîæäåíèå è ñâÿçàíà ñõàðàêòåðíûì ¾ïðîâàëîì¿ ïðèâåäåííîé êîý��è�öèåíòíîé �óíêöèè FN ïðè N . 10 (âñòàâêà íàðèñ. 18). Åñëè ñìîäåëèðîâàòü ýòîò ïðîâàë, ïîëàãàÿF3 = F4 = : : : = F10 = 0, òî ââèäó (19), (22) èìååì~UN = 
�(b0 + 2) NXK=1FK(�1)K �(K + b)�(K + b0)CK�1N�1 ; (79)è ïðè N � 10 äëÿ âñåõ b0 ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò~UN = 1:5(N � 1), îïðåäåëÿåìûé ïåðâûì íåèñ÷åçà�þùèì êîý��èöèåíòîì F2 (ñì. êðèâóþ äëÿ b0 = 1íà ðèñ. 14): ýòî áëèçêî ê ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Äëÿ�-�óíêöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîïåòëåâîé çàêîí1:5g2 çàòÿãèâàåòñÿ äî g � 10.Åñëè ñìîäåëèðîâàòü ïðîâàë â FN áîëåå òî÷íî èïîëîæèòü F3 = F4 = : : : = F10 = �, òî äëÿ b0 = b� pñ öåëûì p, êîãäà îòíîøåíèå ãàììà-�óíêöèé â (79)ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó, ñ ó÷åòîì (26) ïîëó÷èì â èíòåð�âàëå p+ 2 � N � 10~UN =W2 ��1� �F2� (N � 1) + �F2 1 + b01 + b � ; (80)ò. å. ëèíåéíûé íàêëîí èçìåíÿåòñÿ, íî îñòàåòñÿ íåçà�âèñèìûì îò b0. Áîëåå ñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâà�åò ñïðàâåäëèâîñòü (80) ïðè ïðîèçâîëüíûõ b0 ñ òî÷íî�ñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà �=(N+b0)b+1. Äëÿ � = 0:2(ñì. ðèñ. 18) ïîëó÷èì ~UN = 1:1(N � 1) + 
onst, ãäå
onst çàâèñèò îò b0, íî â èíòåðâàëå 0 < b0 < 10íå ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêèõ äåñÿòûõ. Ìû âèäèì, ÷òîïðåäñòàâëåíèå î êâàäðàòè÷íîì çàêîíå ñ èçìåíåííûìêîý��èöèåíòîì, �(g) = 1:5(1��=F2)g2, äåéñòâèòåëü�íî èìååò ñìûñë10) â èíòåðâàëå 1 . g . 10, íî ÿâëÿ�åòñÿ ñëåäñòâèåì ïðîâàëà â FN . Èìåííî îãðàíè÷åí�íîñòü øèðèíû ïðîâàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò çàêîííå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîé àñèìïòî�òèêå, êàêîé áû îíà íè áûëà.10) Ýòîò çàêîí áîëåå ÷åòêî âûðàæåí äëÿ áîðåëåâñêîãî îá�ðàçà, íî èñêàæàåòñÿ äëÿ ñàìîé �-�óíêöèè çà ñ÷åò èíòåãðè�ðîâàíèÿ â (8), îäíàêî âûïóêëîñòü âíèç ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ �(g)âïëîòü äî g � 100.27



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîò [12, 13℄íè â êîåé ìåðå íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé îøèá�êîé, íî îòðàæàåò îáúåêòèâíîå ïîâåäåíèå �-�óíêöèèïðè g . 10. Îí íåèçáåæíî ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñóììèðî�âàíèè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæå�íèÿ, òàê êàê íà êðèâûõ ðèñ. 14 ïðè N < 7 íåëüçÿîáíàðóæèòü íèêàêîãî äðóãîãî ñòåïåííîãî ó÷àñòêà(òî÷êè äëÿ êðèâûõ ñ b0 < 0 íå ïðèâåäåíû èç-çà íàëè�÷èÿ ðåçêèõ îñöèëëÿöèé, êîòîðûå çàãðîìîçäèëè áûðèñóíîê).8.4. Ê âîïðîñó î ¾òðèâèàëüíîñòè¿ òåîðèè '4Ñèòóàöèÿ, êîãäà �-�óíêöèÿ èìååò àñèìïòîòèêóg� ñ � > 1, ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ äâîÿêèì îáðàçîì.Åñëè èñõîäèòü èç êîíå÷íîñòè �èçè÷åñêîãî çàðÿäà íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, òî òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåïðîòèâîðå÷èâîé: ý��åêòèâíûé çàðÿä g(L) îáðàùà�åòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè íåêîòîðîì L
 (ïîëþñ Ëàí�äàó), à ïðè L < L
 çàâèñèìîñòü g(L) íå îïðåäåëåíà.Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü òåîðèþ ïîëÿ êàê ïðåäåë ðå�øåòî÷íûõ òåîðèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ¾òðèâèàëüíîé¿ ��èçè÷åñêèé çàðÿä ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì çíà�÷åíèè çàòðàâî÷íîãî çàðÿäà.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîáëåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñòðèâèàëüíîñòüþ, èíòåíñèâíî îáñóæäàåòñÿ â ñåðèèðàáîò Êîíñîëè, Àãîäè è äð. (ñì. [30, 31℄ è ññûëêèòàì): ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîä÷åðêèâàþòñÿ ñóùåñòâóþ�ùèå óêàçàíèÿ íà òðèâèàëüíîñòü òåîðèè '4, ñ äðóãîéñòîðîíû, àâòîðû ïðåòåíäóþò íà åå ïðîâåðêó (ñ ïîëî�æèòåëüíûì ðåçóëüòàòîì) ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëè�ðîâàíèÿ íà ðåøåòêå. Îáñóäèì êðàòêî ýòîò âîïðîñ.Èìåþòñÿ ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà òðèâèàëüíîñòèòåîðèè '4 äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d > 4 èåå íåòðèâèàëüíîñòè äëÿ d < 4 [32, 33℄. Ïðè d = 4ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðèâè�àëüíîñòè ¾÷óòü-÷óòü¿ íå õâàòàåò, ÷òî â ìàòåìàòè÷å�ñêîé ñðåäå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äîñàäíàÿ ìåëî÷ü �îòñþäà è ðàñïðîñòðàíåííîñòü òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî òðè�âèàëüíîñòü òåîðèè '4 ¾ïðàêòè÷åñêè äîêàçàíà¿. Ñ�èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äëÿ ïîäîáíîãî îïòèìèç�ìà íåò îñíîâàíèé: óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû äëÿ d 6= 4íà ñîâðåìåííîì óðîâíå âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî ïðèìè�òèâíûìè, ÿâëÿÿñü ýëåìåíòàðíûìè ñëåäñòâèÿìè òåî�ðèè ïåðåíîðìèðîâîê è îäíîïåòëåâîé ðåíîðìãðóïïû;ñèòóàöèÿ æå ïðè d = 4 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé ïî�èçèêå äåëà, è àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìåíå ñóùåñòâóåò äî ñèõ ïîð.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåøåòêå, íà íàøâçãëÿä, íå äåìîíñòðèðóþò íè÷åãî íåîæèäàííîãî.Ââèäó îòñóòñòâèÿ íóëÿ ó �-�óíêöèè ý��åêòèâíûéçàðÿä g(L) âñåãäà óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì, à èìå�

åòñÿ ëè íà ñàìîì äåëå ¾íóëü çàðÿäà¿, ÷èñëåííûå ìå�òîäû ñêàçàòü íå ìîãóò èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ðàçìåðàðåøåòêè. Ìíîæåñòâî íåäîðàçóìåíèé ñâÿçàíî ñ íîð�ìèðîâêîé çàðÿäà: óæå â èñïîëüçóåìîé íàìè ¾åñòå�ñòâåííîé¿ íîðìèðîâêå êâàäðàòè÷íûé çàêîí çàòÿíóòäî g � 10 (ï. 8.3), òîãäà êàê â òðàäèöèîííûõ íîðìè�ðîâêàõ òàêàÿ çàòÿíóòîñòü åùå áîëüøå � íàïðèìåð,äî g � 600 ïðè çàïèñè ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäåg'4=8. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ëþáûõ âåëè÷èí íåîòëè÷è�ìî îò òðèâèàëüíîãî â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïà�ðàìåòðîâ. Èç ñòàðûõ ïóáëèêàöèé çàñëóæèâàåò óïî�ìèíàíèÿ ëèøü ðàáîòà [34℄, â êîòîðîé óòâåðæäàåò�ñÿ, ÷òî óáûâàíèå g(L) ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî ïî g0,÷òî äåéñòâèòåëüíî óêàçûâàåò íà ¾íóëü çàðÿäà¿. Îä�íàêî, ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì, èñïîëüçóåìàÿ íîðìèðîâ�êà çàðÿäà ïðèáëèçèòåëüíî â 100 ðàç îòëè÷àåòñÿ îòíàøåé (âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ äàíî ñ ÿâíîé îïå�÷àòêîé), è âñå ðåçóëüòàòû äëÿ êîíå÷íûõ g0 ïîïàäà�þò â îáëàñòü êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà. Íåòðèâèàëüíîâûãëÿäÿò ëèøü ðåçóëüòàòû äëÿ g0 = 1, ïîëó÷åí�íûå ïóòåì ðåäóêöèè ê ìîäåëè Èçèíãà. Òàêàÿ ðåäóê�öèÿ, ïî-âèäèìîìó, âîçìîæíà, íî íåò ñïîñîáà (êðîìåýêñòðàïîëÿöèè) óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå íîðìèðîâ�êè ïîëåâîé ïåðåìåííîé â ìîäåëè Èçèíãà ñ åå íîðìè�ðîâêîé â èñõîäíîé òåîðèè '4; ýòî ïðèâîäèò ê íåîïðå�äåëåííîñòè â íîðìèðîâêå çàðÿäà, ñ ó÷åòîì êîòîðîéâûâîä î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòàíîâèòñÿ íåîáîñ�íîâàííûì.Îáðàòèìñÿ ê îðèãèíàëüíûì ðåçóëüòàòàì ðà�áîò [30, 31℄. Àâòîðû èëëþñòðèðóþò ñâîþ èäåþ íàïðèìåðå íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, êîòîðûé èìååòèçâåñòíûé áîãîëþáîâñêèé ñïåêòð: �(k) � k ïðèìàëûõ k è �(k) � k2 ïðè k ! 1. Áóäåì ïåðåõîäèòüê ¾êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó¿, óñòðåìëÿÿ ê íóëþ äâàõàðàêòåðíûõ ìàñøòàáà çàäà÷è � äëèíó ðàññåÿíèÿ èðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè. Åñëè ïåðâûé èç íèõñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî âîçíèêàåò¾âïîëíå òðèâèàëüíàÿ òåîðèÿ¿ � âîññòàíàâëèâàåòñÿêâàäðàòè÷íûé ñïåêòð èäåàëüíîãî ãàçà. Åñëè æåïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîääåðæèâàòü îïðåäå�ëåííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ìàñøòàáàìè,îáåñïå÷èâàþùåå ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè çâóêà, òîâîçíèêàåò ¾òðèâèàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåòðèâèàëüíûìâàêóóìîì¿: ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ ñòðîãî ëèíåéíûì,ðàäèêàëüíî îòëè÷àÿñü îò ñïåêòðà èäåàëüíîãî ãàçà,íî âçàèìîäåéñòâèå êâàçè÷àñòèö � �îíîíîâ � îò�ñóòñòâóåò. Ïîñëåäíèé ñöåíàðèé àâòîðû ïðåäëàãàþòäëÿ êîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà òåîðèè '4, óòâåðæäàÿ,÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâûì.Äàæå åñëè ñîãëàñèòüñÿ ñ ïîñëåäíèì óòâåðæäåíè�åì, òî îñòàåòñÿ âîïðîñ, ïî÷åìó èìåííî òàêîé ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò �èçè÷åñêè. Òàê, â ñëó�28



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :÷àå áîçå-ãàçà èç íåéòðàëüíûõ àòîìîâ íåò ðåàëüíîéâîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííî ìåíÿòü ïëîòíîñòü ãàçà èäëèíó ðàññåÿíèÿ. Æåëàåìàÿ äëÿ àâòîðîâ ñèòóàöèÿìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ñïåöèàëüíîì çàêîíå äàëüíî�äåéñòâèÿ � òîãäà ïðè èçìåíåíèè ïëîòíîñòè ìåíÿ�åòñÿ ¾äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ¿; íî òàêîéñöåíàðèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì è ìîæåò áûòüïðåäñêàçàí íà îñíîâå èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà.Àâòîðû ðàáîò [30, 31℄ ñ÷èòàþò, ÷òî ïðåäïîëîæå�íèå î íåòðèâèàëüíîì õàðàêòåðå êîíòèíóàëüíîãî ïðå�äåëà ïîäòâåðæäàåòñÿ èõ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíè�åì íà ðåøåòêå. Îäíàêî ýòîò âûâîä îñíîâàí íå íà ïðÿ�ìûõ ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ äàííûõ, à èñêëþ÷èòåëü�íî íà èõ èíòåðïðåòàöèè: ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûïðîâîäÿòñÿ ãëóáîêî â îáëàñòè îäíîïåòëåâîãî çàêîíà,è íèêàêîé èí�îðìàöèè î òðèâèàëüíîñòè ñîäåðæàòüíå ìîãóò � èõ ðåçóëüòàòû (êàêèìè áû ýêçîòè÷åñêè�ìè îíè íè áûëè) äîëæíû èìåòü îáúÿñíåíèå â ðàìêàõòåîðèè ñëàáîé ñâÿçè.Òðèâèàëüíîñòü òåîðèè '4 ïðèâîäèò ê íåïåðåíîð�ìèðóåìîñòè õèããñîâñêîãî ñåêòîðà Ñòàíäàðòíîé Ìî�äåëè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàðóøàåòñÿ îäèí èç âàæíåé�øèõ ïðèíöèïîâ, íà êîòîðûõ îíà îñíîâàíà � ïðèí�öèï ïåðåíîðìèðóåìîñòè; ðàáîòû [30, 31℄ ñòèìóëè�ðîâàíû ñòðåìëåíèåì ðàçðåøèòü ýòè òðóäíîñòè. Ñî�ãëàñíî íàøèì ðåçóëüòàòàì, òàêèå òðóäíîñòè îòñóò�ñòâóþò ñ ñàìîãî íà÷àëà.9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå îòðàáîòàí àëãîðèòì ñóììè�ðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèéïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè. Ïðî�âåðêà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàëà åãî óñòîé÷è�âîñòü â óñëîâèÿõ ñèëüíî îãðàíè÷åííîé èí�îðìàöèèè íàäåæíîñòü îöåíêè îøèáîê. Îñíîâíîé �èçè÷åñêèéðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè �óíê�öèè �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè '4 è äåìîíñòðàöèè ååâíóòðåííåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Ïîñëåäíèé âûâîäíàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííûì ðàíåå îòñóò�ñòâèåì ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé [9℄.�àçðàáîòàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíâî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè äëÿ âîñ�ñòàíîâëåíèÿ �óíêöèé �åëë-Ìàííà�Ëîó êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêè è êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî çàòðóäíÿåòñÿ òåì, ÷òîïîëíîöåííàÿ àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà â ýòèõ òåîðèÿõåùå íå âû÷èñëåíà, õîòÿ �óíäàìåíò äëÿ òàêèõâû÷èñëåíèé ïîëíîñòüþ ïîäãîòîâëåí [27; 35�39℄.Èñïîëüçîâàíèå îïèñàííîãî àëãîðèòìà â òåîðèè�àçîâûõ ïåðåõîäîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê óòî÷íåíèþ
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