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ÔÓÍÊÖÈß �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ×ÈÑËÀ ×ÀÑÒÈÖ Â ÊÎÍÄÅÍÑÀÒÅÇÀÕÂÀ×ÅÍÍÎ�Î Â ËÎÂÓØÊÓ ÈÄÅÀËÜÍÎ�Î ÁÎÇÅ-�ÀÇÀÂ. À. Àëåêñååâ*Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117924, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ñåíòÿáðÿ 2000 ã.Íàéäåíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W0(n0) ÷èñëà ÷àñòèö n0 â êîíäåíñàòå çàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó èäåàëü-íîãî áîçå-ãàçà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé T ýòà �óíêöèÿ èìååò ãàóññîâó �îðìó èçàâèñèò îò ïîòåíöèàëà ëîâóøêè òîëüêî ÷åðåç âõîäÿùèå â íåå äâà ïàðàìåòðà. Ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðûöåíòð ýòîé �óíêöèè ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âñå áîëüøèõ çíà÷åíèé n0, à øèðèíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñî-îòâåòñòâóåò ïîäàâëåíèþ �ëóêòóàöèé. Â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû jT � Tj � T=pN ,ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö â ëîâóøêå, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñòðàèâàåòñÿ è ïðè òåìïåðàòóðå âûøåêðèòè÷åñêîé ïðèíèìàåò îáû÷íûé âèä W0(n0) = [1� exp(�)℄ exp(�n0), ãäå � � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë âåäèíèöàõ òåìïåðàòóðû. Â ïðåäåëå N !1 ýòà ïåðåñòðîéêà íîñèò õàðàêòåð ñêà÷êà.PACS: 03.75.Fi, 05.30.Jp1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîñëå ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèéáîçå-êîíäåíñàöèè àòîìîâ â ìàãíèòíîé ïàðàáîëè÷å�ñêîé ëîâóøêå [1℄ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåî�ðåòè÷åñêèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ýòîãîíîâîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãîâðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæäàëñÿ ïðèíöèïèàëü�íî âàæíûé âîïðîñ î �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿW0(n0)÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, ò. å. ÷èñëà ÷àñòèö n0, íà�õîäÿùèõñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E0.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíà �óíêöèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ W0(n0) ÷èñëà ÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèèçàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà è èñ�ñëåäîâàíà åå çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû. Ïîêàçà�íî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé ðàñïðå�äåëåíèå W0(n0) ïðåòåðïåâàåò êà÷åñòâåííûå èçìåíå�íèÿ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ ïîäàâëåíèåì �ëóêòóàöèé èèçìåíåíèåì òåïëîåìêîñòè ãàçà. Ïðè áîëüøîì ÷èñëåN çàõâà÷åííûõ â ëîâóøêó ÷àñòèö (�îðìàëüíî ïðèN ! 1) ýòè èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñêà÷êîì, ò. å.ïðèîáðåòàþò õàðàêòåð, ïðåäñêàçàííûé Ëàíäàó äëÿ�àçîâûõ ïåðåõîäîâ â êðèñòàëëàõ [2℄.Áåçóñëîâíî, ðàñïðåäåëåíèå W0(n0) íàõîäèòñÿñóììèðîâàíèåì*E-mail: valeks�si.lebedev.ru

W0(n0) = Xn1+n2+:::=N�n0W (n0; n1; : : : ) (1)ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñàW (n0; n1; : : : ) = 1S exp(�"0n0 � "1n1 � : : : ); (2)ãäå "k = Ek=T , Ek � ýíåðãèÿ k-ãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñ�òèöû â ëîâóøêå, T � òåìïåðàòóðà â ýíåðãåòè÷å�ñêèõ åäèíèöàõ, à ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà E = E0n0 ++E1n1 + : : : çàäàåòñÿ ÷èñëîì ÷àñòèö nk â ñîñòîÿíè�ÿõ ñ ýíåðãèåé Ek. Ñóììèðîâàíèå â (1) ïðîâîäèòñÿïî âñåì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì n1; n2; : : : (êðî�ìå n0), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþn1 + n2 + : : : = N � n0: (1a)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàòñóììû S (íîðìèðîâêè) íåîáõî�äèìî âûïîëíèòü ñóììèðîâàíèåS = Xn0+n1+:::=NW (n0; n1; : : : ) (3)ïî âñåì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì nk (âêëþ÷àÿ n0),óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþn0 + n1 + : : : = N: (4)700



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö : : :Îáû÷íî âìåñòî òî÷íîãî ñîáëþäåíèÿ ïðè ñóììè�ðîâàíèè óñëîâèÿ (4) â ðàñïðåäåëåíèå �èááñà ââîäèò�ñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � (õèìè÷åñêèé ïîòåí�öèàë â åäèíèöàõ òåìïåðàòóðû):W (n0; n1; : : : ) = S�1 �� exp (�(n0 + n1 + : : : )� "0n0 � "1n1 � : : : ) ; (5)ïîñëå ÷åãî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàòñóììû âûïîëíÿåòñÿñóììèðîâàíèå ïî âñåì nk � 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à�åì S =Yk (1� exp(�� "k))�1 ;W (n0; n1; : : : ) =Yk Wk(nk);Wk(nk) = (1� exp(�� "k)) exp ((�� "k)nk) : (6a)Â ÷àñòíîñòè, ïðè îòñ÷åòå ýíåðãèè îò ýíåðãèè îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñ�òèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èìååò âèäW0(n0) = (1� e�)e�n0 : (6á)Èç (6) íåìåäëåííî ïîëó÷àþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷è�ñåë ÷àñòèö ~nk â ñîñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèÿìè Ek (ñîîò�âåòñòâóþùèå (6) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ÷àñòèö ìûäàëåå ïîìå÷àåì âîëíîé)~nk = (e"k�� � 1)�1; (7)ïîñëå ÷åãî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèåì Xk ~nk = N: (8)Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå (6à) óäîâëåòâîðÿåòíå òî÷íîìó óñëîâèþ (4), à óñëîâèþ (8), âûïîëíÿþ�ùåìóñÿ òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.Ìåæäó òåì ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå ðàñïðåäå�ëåíèå (6à) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. À èìåííî,èç (6à) ñëåäóþò õîðîøî èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿhn2ki = 2~n2k + ~nk; h�n2ki = ~n2k + ~nk: (9)Ïðè T ! 0 âñå ÷àñòèöû äîëæíû îêàçàòüñÿ â îñíîâ�íîì ñîñòîÿíèè, òàê ÷òî ~n0 = N è èç (9) ïîëó÷àåòñÿh�n20i = N2 +N;÷òî áåññìûñëåííî. Â ðàáîòå [3℄ (ñì. òàêæå öèòèðî�âàííóþ â [3℄ ëèòåðàòóðó) ïðåäëàãàåòñÿ èñïðàâèòüñèòóàöèþ, èñïîëüçóÿ ïî-ïðåæíåìó (6à), îäíàêî âû�÷èñëÿÿ ñðåäíþþ êâàäðàòè÷íóþ �ëóêòóàöèþ ïîëíî�ãî ÷èñëà âîçáóæäåííûõ ÷àñòèöN� =Xk 6=0 nk:

Òîãäà èç òî÷íîãî óñëîâèÿ (4) ñëåäóåòh�n20i = h�N2� i = hN2� i � hN�i2: (10)Ïîñêîëüêó ïðè T ! 0 çàâåäîìî hN2� i ! 0 è hN�i2 !! 0, ñâÿçàííîå ñ (9) ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåòñÿ. Îä�íàêî ðåçóëüòàò (10) îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ h�n20i,ïîëó÷àþùåãîñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (6). Ýòî ëèøíèéðàç ïîä÷åðêèâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðàâèëüíîåðàñïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (6à), êîòîðîå óñëîâèþ(4) íå óäîâëåòâîðÿåò.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå(6à) ïðèìåíèìî ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå òåìïåðàòó�ðû êîíäåíñàöèè (êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû). Ïðà�âèëüíûé ó÷åò óñëîâèÿ (4) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íèæåòåìïåðàòóðû êîíäåíñàöèè, T < T, �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ âîçáóæäåííûõ ÷àñòèö ïðèáëèçèòåëüíî ñî�õðàíÿþò âèä (6à), òîãäà êàê �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ(6á) ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå êîðåííûì îáðàçîìèçìåíÿåòñÿ è ïðèíèìàåò ãàóññîâó �îðìó. Ïðè ýòîì,â ÷àñòíîñòè, óñòðàíÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, ñâÿçàííûåñ (9). Çàëîæåííàÿ â óñëîâèè (4) ñòàòèñòè÷åñêàÿ çà�âèñèìîñòü âåëè÷èí nk ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðèòåìïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé, ÷òî ïðèâîäèò ê èç�ìåíåíèþ �óíêöèè W0(n0) è ïîäàâëåíèþ �ëóêòóà�öèé.Îòìåòèì, ÷òî, êàê ýòî ñëåäóåò èç îáùèõ ñîîáðà�æåíèé è ïîêàçàíî íèæå â ðàçä. 4 íà ïðèìåðå òî÷�íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå ãàçà, çàõâà÷åííîãî âïàðàáîëè÷åñêóþ ëîâóøêó, èçìåíåíèå �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿW0(n0) è îáðàùåíèå â íóëü ñðåäíåãî çíà�÷åíèÿ ~n0 ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö N ïðîèñõîäÿòî÷åíü áûñòðî, ò. å. â î÷åíü óçêîé îêðåñòíîñòè íåêî�òîðîé òåìïåðàòóðû T, íî, òåì íå ìåíåå, íåïðåðûâ�íûì îáðàçîì (â ñëó÷àå ~n0 áåç ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé).Ëèøü ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëóN !1 ýòî èçìåíåíèåïðè T = T íîñèò õàðàêòåð ñêà÷êà, à ~n0 îáðàùàåò�ñÿ â íóëü ñ íåðàâíîé íóëþ ïðîèçâîäíîé. Òîëüêî âýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà T ïðèîáðåòàåò òî÷íûé ñìûñëè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê òåìïåðàòóðà, âûøå êî�òîðîé çàñåëåííîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿðàâíîé íóëþ. Ïðè êîíå÷íûõ N òàê îïðåäåëèòü âå�ëè÷èíó T íåâîçìîæíî, è â ýòîì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåò�ñÿ õàðàêòåðíîé äëÿ ñèñòåìû òåìïåðàòóðîé, â óçêîéîêðåñòíîñòè êîòîðîé ~n0 èçìåíÿåòñÿ îò î÷åíü áîëü�øèõ äî î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðå�íèåì ñëó÷àÿ çàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó áîçå-ãàçà, ò. å.ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Ñ ïðàêòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññ êîíäåíñàöèè òàêîãî ãàçà ïðåä�ñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ýêñïåðèìåí�òàëüíîé ðåàëèçàöèåé ýòîãî ÿâëåíèÿ. Î÷åíü èíòåðå�ñåí, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå è ñëó÷àé ñâîáîäíîãî áî�701



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001çå-ãàçà. Â ñèëó ðÿäà îáñòîÿòåëüñòâ, î êîòîðûõ áóäåòñêàçàíî íèæå, ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò îñîáîãî ïîäõîäà.2. ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÛÉ ÁÎÇÅ-�ÀÇÓñëîâèå (1à) ìîæíî âûïîëíèòü àâòîìàòè÷åñêè,çàïèñàâ (1) â âèäå1)W0(n0) = 1S exp(�"0n0)�� (n0)Xn1;n2;::: exp (�"1n1 � "2n2 � : : : )�� 12�i I z(�N+n0�1)+n1+n2+:::dz; (11)ãäå çíàê (n0) ó ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî èñêëþ÷àåòñÿñóììèðîâàíèå ïî n0. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (11)èìååò âèä îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. Òîëü�êî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1à) ïîäûíòåãðàëü�íàÿ �óíêöèÿ èìååò ïîëþñ êðàòíîñòè 1 è èíòåãðàëðàâåí 2�i. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí ðàâåí íóëþ, òàê÷òî ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (11) ìîæíî ïðî�âîäèòü íåçàâèñèìî (è äî èíòåãðèðîâàíèÿ) ïî âñåìçíà÷åíèÿì 0 � nk � 1, èñêëþ÷àÿ, åñòåñòâåííî, ñóì�ìèðîâàíèå ïî n0. Íåîáõîäèìî, îäíàêî, îáåñïå÷èòüñõîäèìîñòü âñåõ âîçíèêàþùèõ ñóìì, â òîì ÷èñëå èñòàòñóììû S. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî áóäåò âûïîë�íåíî, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè jzj, êîòîðûé óäîáíîçàïèñàòü â âèäå jzj = e�;áóäåò îãðàíè÷åí óñëîâèåìe��"0 < 1:Çíà÷åíèÿ "k óäîáíî ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå "0 << "1 � "2 : : : (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå âñåãäà íåâûðîæäå�íî), ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïîëîæèòü "0 = 0, îòêóäà ñëå�äóåò "k 6=0 > 0, è ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ� < 0.Âûïîëíÿÿ â (11) ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåìW0(n0) = 1S 12�i I z�N+n0�1eG(z)dz; (12)eG(z) = Yk 6=0(1� ze�"k)�1;G(z) = �Xk 6=0 ln(1� ze�"k) �Xk 6=0 1Xp=1 1pzpe�p"k :1) Àíàëîãè÷íûé ìåòîä çàïèñè ñóììû áûë èñïîëüçîâàíâ [4; 5℄.

Âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîì jzj = e� < 1(� < 0) �óíêöèÿ G(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé, òàê÷òî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ W0(n0) = 0 ïðèn0 > N . Ïðè n0 = N èç (12) ïîëó÷àåìW0(n0 = N) = 1S eG(0) = 1S ;ïðè n0 = N � 1 íàõîäèìW0(n0 = N�1) = 1S � ddz eG(z)�z=0 = 1S Xk 6=0 e�"k :Ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå (�àêòè÷åñêè íåîáõî�äèìî, ÷òîáû âåëè÷èíà e�"1 áûëà ýêñïîíåíöèàëüíîìàëîé, ò. å. "1 � 1, ÷òî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðèT ! 0 äëÿ ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì) âåðîÿò�íîñòüW0(n0 = N�1) ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíî�ñòüþ W0(n0 = N) è ñ äàëüíåéøèì óìåíüøåíèåì n0,êàê ëåãêî âèäåòü èç (12), áûñòðî óáûâàåò. Ïîýòîìóìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ çíà÷åíèÿìèW0(n0 = N) = 1�Xk 6=0 e�"k ;W0(n0 = N � 1) =Xk 6=0 e�"k ; (13)îòêóäà ñëåäóåòhn0i = N �Xk 6=0 e�"k ; h�n20i =Xk 6=0 e�"k ;òàê ÷òî h�n20i ! 0 ïðè T ! 0.�àñïðåäåëåíèå (13), êîòîðîå ïðè T ! 0 ïðèíèìà�åò âèä W0(n0) = Æn0;N ;èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ (6á). Ïðè T ! 0 èç (8) ñëåäóåòe�� � 1 = 1=Nèëè � � �1=N;è ðàñïðåäåëåíèå (6á) ïðèíèìàåò âèäW0(n0) = 1N e�n0=N ;ò. å. èìååò ìàêñèìóì ïðè n0 = 0, ñ ðîñòîì n0 ìîíî�òîííî óáûâàåò è îòëè÷íî îò íóëÿ â øèðîêîì äèàïà�çîíå çíà÷åíèé n0, óìåíüøàÿñü ïðè ïðåäåëüíî äîïó�ñòèìîì çíà÷åíèè n0 = N âñåãî â e ðàç.Àíàëîãè÷íî (12) ëåãêî íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðå�äåëåíèåW0;i6=0(n0; ni) = 1S e�"ini 12�i �� I z�N�1+n0+nieG(z) �1� ze�"i� dz: (14)702



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö : : :Ïðè T ! 0 ñóùåñòâåííû ëèøü òðè çíà÷åíèÿ:W0;i6=0(n0 = N;ni = 0) = S�1;W0;i6=0(n0 = N � 1; ni = 1) = S�1e�"i ;W0;i6=0(n0 = N � 1; ni = 0) = S�1 Xk 6=0;i e�"i :Â èòîãå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â âîçáóæ-äåííûõ ñîñòîÿíèÿõWi6=0(ni) =Xn0 W0;i6=0(n0; ni)ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòWi6=0(ni = 0) = 1� e�"i ;Wi6=0(ni = 1) = e�"i ; (15)ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþùèéñÿ îò (6à).Ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà "1 � 1è ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõñðàâíèìî ñ ÷èñëîì ÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ïî�ëó÷èòü ðåçóëüòàò ñòîëü ïðîñòûì ñïîñîáîì íå óäàåò�ñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿòåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå çàõâà�÷åííûõ â ëîâóøêó ÷àñòèö (â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåí�òàõ ýòî ÷èñëî ìåíÿåòñÿ îò 103 äî 108) ïðè òåìïåðàòó�ðàõ åùå çíà÷èòåëüíî áîëåå íèçêèõ, ÷åì òåìïåðàòóðàêîíäåíñàöèè, íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå "1 � 1,êîòîðîå òàêæå ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ èñ�ñëåäîâàòü èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ (12) è (14).3. ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈß ÁÎÇÅ-�ÀÇÀ ÂËÎÂÓØÊÅÏðîâåäåì â (12) çàìåíóz = e�+ix:Ïîëó÷àåìW0(n0) = 1S e�n0 �Z�� exp [�i(N�n0)x+F (x)℄ dx;F (x) = �Xk 6=0 ln (1� exp [�+ ix� "k℄) : (16)Ïðè íàïèñàíèè (16) ìû îïóñòèëè íå çàâèñÿùèé îòn0 ìíîæèòåëü (2�)�1e��N ;êîòîðûé âëèÿåò òîëüêî íà íîðìèðîâêó, îïðåäåëÿþ�ùóþñÿ ñàìèì ñîîòíîøåíèåì (16). Íèæå ìû òàêæåáóäåì ñëåäîâàòü ýòîìó ïðàâèëó.

Äàëåå ðàçëàãàåì �óíêöèþ F (x) â ðÿä â îêðåñòíî�ñòè òî÷êè x = 0, ñîõðàíÿÿ ëèøü ïðîïîðöèîíàëüíûåx2 ÷ëåíû. ÍàõîäèìF (x) = F (0) + ixA� x2D; (17)F (0) = �Xk 6=0 ln �1� e��"k� ; A =Xk 6=0 ~nk;D = 12Xk 6=0 �~nk + ~n2k� ;ãäå âåëè÷èíû ~nk îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (7) (íà�ïîìíèì, ÷òî "0 = 0). Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðèïîäñòàíîâêå â (16) ¾ïîãëîùàåòñÿ¿ íîðìèðîâêîé èåãî ìîæíî îïóñòèòü. Âåëè÷èíû A è D çàâèñÿò îò ïà�ðàìåòðà �, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � < 0,à â îñòàëüíîì ïîêà ïðîèçâîëåí. Âûáåðåì åãî, ïîòðå�áîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿN = ~n0 +A = ~n0 +Xk 6=0 ~nk: (18)Óñëîâèå (18) ñîâïàäàåò ñ (8), è ïàðàìåòð � îáðåòà�åò ñìûñë õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, îäíàêî âåëè÷èíû~nk òåïåðü íå èìåþò ñìûñëà ñðåäíèõ ÷èñåë ÷àñòèö.Îòìåòèì, ÷òî � è ~n0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì� = � ln (1 + 1=~n0) ;ïîçâîëÿþùèì ðàññìàòðèâàòü (18) êàê óðàâíåíèå,îïðåäåëÿþùåå � èëè ~n0 â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâàâûáîðà.�àññìîòðèì çàâèñèìîñòü âåëè÷èí A è D îò òåì�ïåðàòóðû. Ïðè T ! 0 ïîëó÷àåì "k 6=0 ! 1, ïî�ýòîìó A = 0, D = 0, ~n0 = N è ñ áîëüøîé òî÷�íîñòüþ � = �1=N . Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû âåëè÷è�íû "k 6=0 óáûâàþò, âåëè÷èíû A è D ðàñòóò, è ïðèT > T�, ãäå T� � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòó�ðà, çàâèñÿùàÿ îò âèäà ïîòåíöèàëà ëîâóøêè è ÷èñ�ëà çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö N , çàâåäîìî íàñòóïàåò ñè�òóàöèÿ, êîãäà A ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà N , âåëè÷èíà~n0 = N � A âñå åùå îñòàåòñÿ î÷åíü áîëüøîé (îòêó�äà ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà T� ìíîãî ìåíüøå êðè�òè÷åñêîé, T� � T), à õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàâåí� = �1=~n0, ò. å. î÷åíü ìàë. Âàæíî, ÷òî â ýòîì ñëó�÷àå âåëè÷èíà D òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà N , ò. å.î÷åíü áîëüøîé. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì òåìïåðàòóðûâåëè÷èíû "k 6=0 óáûâàþò è óñëîâèå (18) ñòàíîâèòñÿâîçìîæíûì âûïîëíèòü ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëü�øèõ çíà÷åíèÿõ j�j, ò. å. âåëè÷èíà ~n0 ñòàíîâèòñÿ ìà�ëîé (êîíäåíñàòíàÿ �ðàêöèÿ îòñóòñòâóåò). Ïðè ýòîìñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ A = N , à D � N=2.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ òåìïåðàòóð T > T�ãîðàçäî áîëåå íèçêèõ, ÷åì òåìïåðàòóðà êîíäåíñà�öèè, ðåàëüíàÿ ÷àñòü �óíêöèè F (x) èìååò ìàêñèìóì703



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001ïðè x = 0 è áûñòðî óáûâàåò â îêðåñòíîñòè ýòîéòî÷êè. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (17) ìîæíî ïîäñòàâèòüâ (16) è âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå â áåñêîíå÷íûõïðåäåëàõ. Â èòîãå äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòåíàõîäèì ðàñïðåäåëåíèåW0(n0) = S�1 exp"�n0� (n0 � ~n0)24D # ;� = � ln (1 + 1=~n0) ; (19)êîòîðîå èìååò óíèâåðñàëüíóþ �îðìó, ïîñêîëüêó çà�âèñèìîñòü îò âèäà ïîòåíöèàëà ëîâóøêè îòðàæåíà âíåì òîëüêî ïàðàìåòðàìè ~n0 è D. Âñå ñðåäíèå çíà÷å�íèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî äè��åðåíöèðîâàíèåì ñòàò�ñóììû S = NXn0=0 exp"�n0 � (n0 � ~n0)24D #ïî ÿâíî âõîäÿùåìó ïàðàìåòðó �.�àñïðåäåëåíèå (19) èìååò êà÷åñòâåííî ðàçíûéâèä ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ~n0. Â øèðîêîìäèàïàçîíå òåìïåðàòóð íèæå òåìïåðàòóðû êîíäåíñà�öèè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ~n20 � D; N � ~n0 � 1; (20)�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (19) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëàíà äâóõ ñâîèõ êîíöàõ ïðè n0 = 0 è n0 = N (ïî�ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ D � 1 èîäíîâðåìåííî îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü (19)). Ïî�ýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòñóììû ìîæíî îò ñóììè�ðîâàíèÿ ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ â áåñêîíå÷íûõïðåäåëàõ. Ïîëó÷àåìS = 2p�D exp ��~n0 + �2D� ; � = �1=~n0: (21)Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñøèðèíîé �n0 = p4D è ñ íåáîëüøèì ñäâèãîì ìàêñè�ìóìà îòíîñèòåëüíî ~n0 íà âåëè÷èíó �D=2~n0, âûçâàí�íûì äîâîëüíî ñëàáûì ìíîæèòåëåìe�n0 = e�n0=~n0 :Ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû ~n0 óâåëè÷èâàåòñÿ, à Dóáûâàåò, ðàñïðåäåëåíèå (19) ñóæàåòñÿ,�n0 = p4D �p2 (N � ~n0);è öåíòð åãî ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âñå áîëüøèõ n0.Âñå ñðåäíèå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:hnk0i = 1S �kS��k :

Ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû áëèçêè ñîîòâåòñòâåííî êçíà÷åíèÿì ~n0 è ~n20:hn0i = ~n0�1� 2D~n20 � ;hn20i = ~n20�1� 2D~n20 + 4D2~n40 � : (22)Îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ �ëóêòóàöèÿqh�n20i=~n0 � p2D~n0â ñîîòâåòñòâèè ñ (20) ìàëà è óáûâàåò ñ óìåíüøåíè�åì òåìïåðàòóðû, ò. å.  ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â êîí�äåíñàòå. Íàêîíåö, ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå íà�ðóøàåòñÿ óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (19)(âòîðîå óñëîâèå â (20)), è ðàñïðåäåëåíèå ïðèíèìàåòâèä (13).Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ~n0 óìåíüøàåòñÿ, ïåðåñòà�åò âûïîëíÿòüñÿ ïåðâîå èç óñëîâèé (20) è âñå îùó�òèìåå ñòàíîâèòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ðàñïðåäåëåíèÿn0 = 0. Íàêîíåö, ïðè ~n0 � pD (ïðè ýòîì âñååùå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ~n0 � 1, îäíàêî ìîæíî ñ÷è�òàòü, ÷òî êîíäåíñàòíàÿ �ðàêöèÿ óæå îòñóòñòâóåò) âðàñïðåäåëåíèè (19) ãëàâíûì ñòàíîâèòñÿ ìíîæèòåëüe�n0 . Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåì (6á). Ïåðå�õîä îò ãàóññîâîé �îðìû ðàñïðåäåëåíèÿ (19) ê âèäó(6á) ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿõ1� ~n0 � pD �pN=2;÷òî ïðè áîëüøèõ N â øêàëå òåìïåðàòóðû ñîîòâåò�ñòâóåò óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Êà÷å�ñòâåííîå èçìåíåíèå �îðìû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ(19) â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîêà�çàíî íà ðèñóíêå.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñîâìåñò�íîå ðàñïðåäåëåíèå W0;i6=0(n0; ni). Èñïîëüçóÿ (14),ñíîâà äåëàÿ çàìåíó z = e�+ixè âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, íàõîäèìW0;i6=0(n0; ni) = 1S exp [�(n0 + ni)� "ini℄��(exp"� (ni + n0 � ~n0)24D #� exp(�� "i) �� exp"� (ni + n0 + 1� ~n0)24D #) : (23)Èç (23) ëåãêî ïîëó÷èòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ�ëà ÷àñòèö â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõWi6=0(ni) = NXn0=0W0;i6=0(n0; ni):704



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö : : :

2 4 6 8 10 120 210.0050.0100.0150.0200.025
n0=50

N = 10000W0

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (19) ÷èñëà ÷àñòèö â êîí-äåíñàòå çàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó áîçå-ãàçà äëÿ ðàç-íûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû T=T = 1:01 (1 ),0.99 (2 ). Âåëè÷èíû ~n0 âû÷èñëåíû ïî (29), D == (1=2)N (T=T)3 � 6850 (T=T)3, ÷èñëî ÷àñòèöâ ëîâóøêå N = 10000Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, êîãäà âû�ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (20), ñóììèðîâàíèå ìîæíî çàìå�íèòü èíòåãðèðîâàíèåì â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, ïî�ñëå ÷åãî íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèåWi6=0(ni) = �1� e�"i� e�"ini ; (24)ñîâïàäàþùåå ñ (6à) ïðè � = 0. Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷�íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî � = �1=~n0ñîîòâåòñòâóþùàÿ (24) ñóììà ñðåäíèõ ðàâíàXi6=0hnii =Xi6=0 ~ni � 2D=~n0:Â èòîãå èç (22) ïîëó÷àåìXi hnii = N:Â ñëó÷àå ~n0 � pD (îäíàêî âñå åùå ìîæåò âû�ïîëíÿòüñÿ ~n0 � 1) ïðè ñóììèðîâàíèè ïî n0 â (23),êàê è â ñëó÷àå (19), ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ìíîæèòåëüe�n0 è ìû ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå (6à).Èç ðàñïðåäåëåíèÿ (23) ìîæíî ïîëó÷èòü è ñðåä�íèå ïðîèçâåäåíèé. Ïðè âûïîëíåíèè (20), â ÷àñòíî�ñòè, íàõîäèìhn0ni6=0i = hn0ihnii � hnii � hnii2:Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñäåëàåì ñëåäóþùååâàæíîå çàìå÷àíèå. Ïðè êîíäåíñàöèè ãàçà ÷èñëî ÷àñ�òèö ~n0 ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà N , à õèìè÷åñêèé ïîòåí�öèàë � ïîðÿäêà 1=N , ò. å. î÷åíü ìàë. Ïîýòîìó âàæíî,

÷òîáû âåëè÷èíà D îñòàâàëàñü êîíå÷íîé ïðè � ! 0.Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ýòî çàâå�äîìî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íàèáîëüøåå èç �îðìè�ðóþùèõ D ñëàãàåìûõ ~n2k=1 ïðè � ! 0 îñòàåòñÿ êî�íå÷íûì (âåëè÷èíû ~nk íå ìîãóò ïðèâåñòè ê ñèíãóëÿð�íîñòè, ïîñêîëüêó ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (18)). Èíà�÷å îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ãàçà (ñèñòåìû ñíåïðåðûâíûì ñïåêòðîì). Â ýòîì ñëó÷àå D !1 ïðè�! 0, ò. å. âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè F (x) â òî÷�êå x = 0 èìååò îñîáåííîñòü, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîñëåäóþùèé çà ëèíåéíûì ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ F (x) ïðî�ïîðöèîíàëåí jxj3=2. Ýòî, åñòåñòâåííî, â êîðíå ìåíÿåòñèòóàöèþ è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.4. ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÝòîò ñëó÷àé, èìåþùèé íàèáîëåå âàæíîå ïðè�êëàäíîå çíà÷åíèå, îòëè÷àåòñÿ âîçìîæíîñòüþâû÷èñëèòü òî÷íî âåëè÷èíû ~n0 è D, îò êîòîðûõçàâèñèò ðàñïðåäåëåíèå (19). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿóðîâíåé ýíåðãèè ÷àñòèö ââîäèì âåêòîðíûé èí�äåêñ k = (kx; ky; kz), ki = 0; 1; : : : , è çàïèñûâàåìýíåðãèþ òðåõìåðíîãî îñöèëëÿòîðà (â åäèíèöàõòåìïåðàòóðû) â âèäå"k = ~T (k �!);ãäå ! = (!x; !y; !z), à !x;y;z � ÷àñòîòû ïàðàáîëè÷å�ñêîé ëîâóøêè. Ïîñëå ýòîãî ñóììà ïî âñåì k 6= 0 â(12) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî è ìû íàõîäèìG(z) = 1Xp=1 p�1zpg(�; p);g(�; p) = 24 Yi=x;y;z �1� e��ip��135� 1;�i = ~!iT : (25)
Âûïîëíÿÿ â (12) çàìåíóz = e�+ix;ìû ñíîâà ïîëó÷àåì (16). Ôóíêöèÿ F (x) òåïåðü ðàâíàF (x) = 1Xp=1 p�1e(�+ix)pg(�; p);à êîý��èöèåíòû A è D â (17) ïðèíèìàþò âèäA = 1Xp=1 e�pg(�; p); D = 12 1Xp=1 pe�pg(�; p): (26)6 ÆÝÒÔ, âûï. 4 705



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Ñîõðàíÿåò ñâîé ñìûñë è ñîîòíîøåíèå (18), ïîñêîëü�êó, êàê âèäíî èç (26) è (25), åñòåñòâåííî âûïîëíÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèåA = �z dGdz �z=e� =Xk6=0 �e"k�� � 1��1 =Xk6=0nk:Ïðè ìàëûõ � (äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî óñëî�âèå íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè òåìïåðàòóðàõ ãîðàç�äî áîëåå íèçêèõ, ÷åì êðèòè÷åñêàÿ) ãëàâíûé âêëàä âñóììû A è D äàþò íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ p è ìîæíîíàïèñàòü2)A = 1�3 1Xp=1 p�3e�p; D = 12�3 1Xp=1 p�2e�p;� = ~!T ; ! = (!x!y!z)1=3:Ýòè ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî ïåðåïèñàòü, ââåäÿ êðèòè�÷åñêóþ òåìïåðàòóðó T:A = Nt3��1(3) 1Xp=1 p�3e�p;D = 12Nt3��1(3) 1Xp=1 p�2e�p;t = T=T; T = ��1=3(3)~!N1=3; (27)ãäå �(s) � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà. Ñîîòíîøåíèå(18), îïðåäåëÿþùåå � èëè ~n0, óäîáíî çàïèñàòü â âèäå~n0=N + t3f(�) = 1; f(�) = ��1(3) 1Xp=1 p�3e�p: (28)Ïðè ìàëûõ � â óðàâíåíèè (28) ìîæíî èñïîëüçîâàòüðàçëîæåíèå �óíêöèè f(�) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâïåðâîãî ïîðÿäêà ïî �:f(�) = 1 + �;  = �(2)=�(3) � 1:37è çíà÷åíèå ~n0 = �1=�. Â èòîãå ïîëó÷àåì êâàäðàòíîåóðàâíåíèå [7℄ � 1N� + t3� = 1� t3;ïîçâîëÿþùåå íàéòè çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû õè�ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ~n0:� = 12t3 h1� t3 �p(1� t3)2 + 4t3=N i ;~n0 = N2 h1� t3 +p(1� t3)2 + 4t3=N i : (29)2) Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû çäåñü ïðåíåáðåãàåì ñëåäóþ�ùèì, ïîðÿäêà ��2, ñëàãàåìûì, êîòîðîå äàåò ïîïðàâêó ê êðè�òè÷åñêîé òåìïåðàòóðå, ñâÿçàííóþ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèöâ ëîâóøêå, è ïðè æåëàíèè ëåãêî ìîæåò áûòü ó÷òåíî [6; 7℄.

Ïðè N ! 1 èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðèòåìïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé, T < T, êîãäà t < 1,� = 0; ~n0=N = 1� t3; T < T; (30)à ïðè òåìïåðàòóðå âûøå êðèòè÷åñêîé, íî ïîêà âñååùå âûïîëíÿþùåìñÿ óñëîâèè t � 1 � 1, èç (29) íà�õîäèì � = � t3 � 1t3 ; ~n0 = t3t3 � 1 ;T > T; t� 1� 1: (31)Èç (29) âèäíî, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ N çàâèñèìîñòü(30) ðåàëèçóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè äâóõ ýêâèâàëåíò�íûõ óñëîâèé:~n0 � pN; 1� t3 � 1=pN ; (32)�àêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèõ ñ ïåðâûì èç óñëîâèé(20). Â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòó�ðû óñëîâèå (32) ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ è íåîáõîäè�ìî ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå òî÷íûì ñîîòíîøåíèåì (29),ïîçâîëÿþùèì ïðàâèëüíî îïèñàòü ïëàâíîå óìåíüøå�íèå ~n0 è óâåëè÷åíèå � ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû âïëîòüäî çíà÷åíèé T � T+�T , ãäå �T � T, êîãäà ~n0 âñååùå âåëèêî, à � ìàëî [7℄. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîìâåëè÷èíû ~n0 è � ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â ðàñïðåäåëå�íèè (19).Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïàðàìåòð � = ~!=T ìîæ�íî ïåðåïèñàòü, âûðàçèâ T â åäèíèöàõ êðèòè÷åñêîéòåìïåðàòóðû � = �1=3(3)N�1=3t�1;îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ N óñëîâèå � � 1îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì, íà÷èíàÿ ñ òåìïåðàòóðìíîãî ìåíüøèõ êðèòè÷åñêîé, îäíàêî óäîâëåòâîðÿþ�ùèõ óñëîâèþ T � T�, ãäå T� = TN�1=3 � T�. Ïîýòî�ìó ðàçëîæåíèåì (27) (íàïîìíèì, ÷òî îíî ïðèìåíèìîïðè � � 1) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷�íî âûñîêèõ òåìïåðàòóð, ò. å. ïðè T � T�. Ïîñêîëüêó,îäíàêî, T� � T, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ðàç�ëîæåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ òåìïåðàòóð ìíîãî ìåíüøèõêðèòè÷åñêîé, êîãäà ~n0, êàê âèäíî èç (30), óæå î÷åíüáëèçêî ê N , ò. å. ïî÷òè âåñü ãàç óæå íàõîäèòñÿ â êîí�äåíñàòå. Ïðè ýòîì â îáëàñòè òåìïåðàòóðT� � T � T +�T; T� = TN�1=3 � T (33)ìîæíî âû÷èñëÿòü ~n0 è �, èñïîëüçóÿ (29). Â îáëàñòè(33) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �� 1, òàê ÷òî ïðè âû÷èñ�ëåíèè âåëè÷èíû D ìîæíî ïîëîæèòü � = 0. Â èòîãåíàõîäèì D = 12t3N;706



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö : : :è, êàê âèäíî èç (33), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå D � 1.Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì òåìïåðàòóðû âåëè÷èíà Dðàñòåò, ïðèáëèæàÿñü ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷å�íèþ D = N=2 ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ïîýòîìó,íà÷èíàÿ ñ òåìïåðàòóð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþT � T�, íî åùå ãîðàçäî áîëåå íèçêèõ, ÷åì êðèòè�÷åñêàÿ, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåí�êîé èíòåãðàëà (16), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëå�íèþ (19).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáëàñòü (33) ïðèìåíèìîñòè (29)çàõâàòûâàåò íå òîëüêî òåìïåðàòóðû íèæå êðèòè÷å�ñêîé, íî è îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, âêîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ðàñïðåäåëåíèÿ (19)îò ãàóññîâîé �îðìû ê âèäó (6á). Ñ ïðèáëèæåíèåìòåìïåðàòóðû ê êðèòè÷åñêîé â îáëàñòèj1� tj � 1=pNóñëîâèÿ (32) è, ñîîòâåòñòâåííî, (20) ïåðåñòàþò âû�ïîëíÿòüñÿ è ðàñïðåäåëåíèå (19) óæå íå èìååò ãàóñ�ñîâîé �îðìû, íî åùå îòëè÷àåòñÿ îò (6á). Îäíàêî âîáëàñòè 1=pN � t� 1� 1;êîãäà (29) âñå åùå ïðèìåíèìî, óæå âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ~n0 � pD è ðàñïðåäåëåíèå (19) ïðèíèìàåòâèä (6á). Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòó�ðû â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êèj1� tj � 1=pNðàñïðåäåëåíèå (19) êà÷åñòâåííî ìåíÿåò ñâîé âèä, ïå�ðåõîäÿ îò ãàóññîâîé �îðìû ê �îðìå (6á) (ñì. ðèñó�íîê). Ïðè áîëüøèõ N ýòî èçìåíåíèå �îðìû �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå ïðî�èñõîäèò â î÷åíü óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåì�ïåðàòóðû, ò. å. ïî÷òè ñêà÷êîì.5. ÑÊÀ×ÎÊ ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÈÏåðåõîä ðàñïðåäåëåíèÿ (19) îò ãàóññîâîé �îðìû,êîòîðóþ îíî èìååò â îáëàñòè (20), (32) ñóùåñòâîâà�íèÿ ÿðêî âûðàæåííîé êîíäåíñàòíîé �ðàêöèè, ê âè�äó (6á), ïðè êîòîðîé êîíäåíñàòíàÿ �ðàêöèÿ ïðàê�òè÷åñêè îòñóòñòâóåò, ñîïðîâîæäàåòñÿ ðåçêèì èçìå�íåíèåì òåïëîåìêîñòè, êîòîðîå ïðè N ! 1 èìååò�îðìó ñêà÷êà. Â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèà�ëà âåëè÷èíó ñêà÷êà ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî.Ïðè N !1 ñðåäíèå çíà÷åíèÿ hni6=0i ñîâïàäàþòñ ~ni6=0. Çàïèøåì "k â âèäå"k = �(
 � k); 
i = !i=!;

òîãäà äëÿ ýíåðãèè ãàçà E ïîëó÷àåìE = TXk 6=0 "k~nk = TXk 6=0 �(! � k)exp (�(! � k)� �)� 1 == TXk 6=0 1Xp=1 �(! � k) exp (� (� (! � k)� �) p) == T��� ���� 1Xp=1 1pe�p ��8<:24 Yi=x;y;z (1� exp(��
ip))�135� 19=; :Ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå T � ~!i îòñþäà ñëå�äóåò E = ~Xi !i exp(�~!i=T );ò. å. ýíåðãèÿ ãàçà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Ïðè áîëååâûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T � T�, èñïîëüçóÿ ìàëîñòüïàðàìåòðà �, íàõîäèìE = 3N T 4T 3 ��1(3) 1Xp=1 p�4e�p:Â ðåçóëüòàòå ïðè T � T� òåïëîåìêîñòü èìååò âèäC = dEdT = 12Nt3��1(3) 1Xp=1 p�4e�p ++ 3Nt3�t���t � ��1(3) 1Xp=1 p�3e�p: (34)Â ñëó÷àåN !1 õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � â ýòîìâûðàæåíèè ðàâåí íóëþ ïðè T � T è ïðè T � Tîïðåäåëÿåòñÿ âûòåêàþùèì èç (28) ðàâåíñòâîìt3f(�) = t3��1(3) 1Xp=1 p�3e�p = 1: (35)Ïîýòîìó ïðè T � T äëÿ òåïëîåìêîñòè ïîëó÷àåìC = 12��1(3)�(4)Nt3 � 10:8Nt3:Ïðè T = T èç (35) íàõîäèì���t = �3= � �2:19:Â èòîãå ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè ðàâåí�C = �9 [�(3)=�(2)℄N � �6:57N:Ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ � (áîëüøèåt) â ñóììó (35) ïîäàâëÿþùèé âêëàä äàåò ïåðâûé÷ëåí, è ìû ïîëó÷àåìe� = �(3)t�3; t(��=�t) = �3:707 6*



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Â ðåçóëüòàòå ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå èç (34) äëÿòåïëîåìêîñòè ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå C = 3N , ñîâïàäà�þùåå ñ òåïëîåìêîñòüþ çàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó èäå�àëüíîãî ãàçà, îïèñûâàåìîãî êëàññè÷åñêîé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿW (r;v; t) = �m!2�t�3N exp��m!2r2 +mv22T � ;ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, r � êîîðäèíàòà, v � ñêî�ðîñòü. Èç òî÷íîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè f(�) (�îð�ìóëà (Ï.1)) âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ (��=�t) â òî÷êåt = 1 èìååò áåñêîíå÷íûé îòðèöàòåëüíûé íàêëîí. Ïî�ýòîìó òàêîé æå íàêëîí ïîñëå ñêà÷êà èìååò è òåïëî�åìêîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà î÷åíü áûñòðî âûõî�äèò íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå C = 3N .6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ1. Îáùàÿ èíòåãðàëüíàÿ �îðìà çàïèñè (12) �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö W0(n0) â êîíäåí�ñàòå çàõâà÷åííîãî â ëîâóøêó èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà(ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì) ïîçâîëÿåò ïðî�ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ýòîé �óíêöèè âî âñåì äèà�ïàçîíå òåìïåðàòóð. Ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå(E1=T � 1) �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä (13),ò. å. áëèçêà ê åäèíèöå ïðè n0 = N è áûñòðî (ýêñ�ïîíåíöèàëüíî) óìåíüøàåòñÿ ïðè n0 < N , ïðèíèìàÿïðè T = 0 âèä W0(n0) = Æn0;N :Íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóð T > T�(òåìïåðàòóðà T� çàâèñèò îò âèäà ïîòåíöèàëà ëî�âóøêè è ÷èñëà ÷àñòèö N , îäíàêî ïðè áîëüøîì Nçàâåäîìî ìíîãî ìåíüøå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû,T� � T) �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿW0(n0) ïðèíèìàåòóíèâåðñàëüíóþ �îðìó (19): îò ïîòåíöèàëà ëîâóøêèçàâèñÿò òîëüêî âõîäÿùèå â ýòó �óíêöèþ ïàðàìåò�ðû ~n0 è D. Â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð íèæåêðèòè÷åñêîé, T > T�, T � T � T=pN , ðàñïðåäå�ëåíèå (19) èìååò ãàóññîâó �îðìó ñî ñòðåìÿùèìèñÿñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû ê íóëþ øèðèíîé è, ñî�îòâåòñòâåííî, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé �ëóêòóàöèåé. Ñïðèáëèæåíèåì òåìïåðàòóðû ê êðèòè÷åñêîé øèðèíàðàñïðåäåëåíèÿ (19) óâåëè÷èâàåòñÿ, ò. å. �ëóêòóàöèèíàðàñòàþò. Â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïå�ðàòóðû jT � Tj � T=pN �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ(19) ïîëíîñòüþ èçìåíÿåòñÿ è ïðè T � T � T=pNïðèíèìàåò �îðìó (6á). Â ïðåäåëå N !1 ýòî èçìå�íåíèå èìååò âèä ñêà÷êà.2. Â ñëó÷àå ëîâóøêè ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ïîòåíöè�àëîì âåëè÷èíû ~n0 è D, îò êîòîðûõ çàâèñèò óíè�âåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (19), âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî.

Âî âñåé èíòåðåñíîé îáëàñòè òåìïåðàòóð, êîãäà ñóùå�ñòâóåò êîíäåíñàò, D = �(2)2�(3) t3N;à ~n0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (29).3. Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ [7℄, ïðè òè�ïè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ ëîâóøêèãàç ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûì âïëîòü äî çíà÷åíèéN � 104. Ýòî ÷èñëî N äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáûóñïåëè ïðîÿâèòüñÿ èçëîæåííûå âûøå îñîáåííîñòèïðîöåññà êîíäåíñàöèè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿñâîáîäíîãî ãàçà (óäåðæèâàåìîãî ëèøü ñòåíêàìè ñî�ñóäà), çàõâà÷åííûé â ëîâóøêó ãàç ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö çàâåäîìî ïåðåñòàåò áûòü èäå�àëüíûì. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñ�òèö ãàçà íà îñîáåííîñòè ïåðåñòðîéêè �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ W0(n0) â ïðîöåññå åãî êîíäåíñàöèè ÿâ�ëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðîáëåì òåîðèè.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�àññìîòðèì ðàâåíñòâî1Z1 (exz�1)�1dz = 1Xp=1 1Z1 e�pxzdz = 1x 1Xp=1 p�1e�px:Èç íåãî ñëåäóåò1Xp=1 p�1e�xp = x 1Z1 (exz�1)�1dz = 1Zx (ez�1)�1dz:Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïåðåïèñûâàåì â âèäå1Zx (ez�1)�1dz = 1Zx �(ez�1)�1�z�1+z�1� dz++ 1Z1 (ez�1)�1dz = � lnx� xZ0 �(ez�1)�1�z�1� dz++ 1Z0 �(ez � 1)�1 � z�1� dz + 1Z1 (ez � 1)�1dz:708



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö : : :Ñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ ðàâíà íóëþ, è ìûíàõîäèìf(�) = ��1(3) 1Xp=1 p�3ep� == 1 + �� �22�(3) [ln(��)� 3=2℄�� ��1(3) ��Z0 dx1 x1Z0 dx2 x2Z0 dx3 � 1ex3 � 1 � 1x3 � : (Ï.1)
Áëàãîäàðþ Ä. Ä. Êðûëîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäå�íèÿ.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �îñóäàðñòâåííîéíàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîãðàììîé ¾Ìåòðîëîãèÿ¿.
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