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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÕ ÂÎËÍ ÁÎËÜØÎÉÀÌÏËÈÒÓÄÛ Â ÑËÀÁÎÄÈÑÏÅ��È�ÓÞÙÅÉ Ñ�ÅÄÅÑ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÉ È ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉÊÓÁÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒßÌÈÀ. Â. Ñëþíÿåâ*Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê603600, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 ìàðòà 2000 ã.Äèíàìèêà ëîêàëèçîâàííûõ âîëí èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè, îïèñûâàåìîé îáîáùåííûì óðàâíåíèåìÊîðòåâåãà�äå Âðèçà (ÊäÂ) ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè (óðàâíåíèåì �àðäíåðà).Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåí ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ è îáñóæäåíà äèíàìèêà ¾äûøàùåãî¿âîëíîâîãî ïàêåòà � áðèçåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå ñîëèòîíîâ îäèíàêîâîé ïî-ëÿðíîñòè ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÊäÂ èëè ìîäè�èöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÂ, âçà-èìîäåéñòâèå ðàçíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ èìååò êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïðèìåðà. Ïîêàçàíñëó÷àé ¾íåïðåäñêàçóåìîãî¿ ïîâåäåíèÿ áðèçåðà óðàâíåíèÿ �àðäíåðà.PACS: 05.45.-a, 05.45.Yv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîââ ñðåäàõ ñ äèñïåðñèåé îäíèì èç áàçîâûõ ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà (ÊäÂ). Îíî ñîäåð�æèò íåëèíåéíûé (êâàäðàòè÷íûé) è äèñïåðñèîííûé÷ëåíû, âîçíèêàþùèå â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîç�ìóùåíèé ïî äâóì ìàëûì ïàðàìåòðàì: àìïëèòóäå èâîëíîâîìó ÷èñëó. Óðàâíåíèå ÊäÂ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçîñíîâíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èâíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå, à òàêæå âîëí �îññáè èïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ âîëíîâûõäâèæåíèé â àòìîñ�åðå, ïëàçìå, àñòðî�èçèêå, ëèíè�ÿõ ïåðåäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄). Â ðÿäå �èçè÷å�ñêèõ ïðèëîæåíèé íåëèíåéíîñòüþ íèçøåãî ïîðÿäêàÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü. Â òàêîì ñëó÷àåçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìîäè�èöèðîâàííîìó óðàâíåíèþÊîðòåâåãà�äå Âðèçà (ÌÊäÂ). Îíî îïèñûâàåò, íàïðè�ìåð, àêóñòè÷åñêèå âîëíû â ïëàçìå, ðàñïðîñòðàíåíèåóïðóãîé êâàçèïëîñêîé âîëíû â ðåøåòêå, âíóòðåííèåîêåàíè÷åñêèå âîëíû ïðè îïðåäåëåííîé ñòðàòè�èêà�öèè [4�6℄. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ìîäè�è�öèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÂ íà ïüåäåñòàëå (ñòðåìÿ�*E-mail: avs�appl.si-nnov.ru

ùååñÿ íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ê êîíñòàíòå), ÷òî÷àñòî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ âíåøíåé óäåðæèâàþ�ùåé ñèëû èëè ïîòîêà, òî òàêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò�ñÿ ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ íåëèíåéíûìè÷ëåíàìè, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÂè íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì �àðäíåðà:�u�t + (+ �u+ �1u2)�u�x + � �3u�x3 = 0: (1)Ó÷åò äâóõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â (1) ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àþ âîëí áîëüøîé àìïëèòóäû. Êîý��èöèåíòûâ óðàâíåíèè (1) ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷å�íèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ. Ïðèðåøåíèè �èçè÷åñêîé çàäà÷è óðàâíåíèå ÊäÂ äîëæ�íî áûòü çàìåíåíî óðàâíåíèåì �àðäíåðà (1), êîãäàêîý��èöèåíò êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè ñòàíîâèò�ñÿ î÷åíü ìàë. Íåëèíåéíûå êîý��èöèåíòû â óðàâíå�íèè (1) ìîãóò èìåòü áîëüøóþ âàðèàòèâíîñòü ïî âå�ëè÷èíå, à òàêæå ìåíÿòü ñâîé çíàê â ðåàëüíûõ �è�çè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, â [7℄ ïðåäñòàâëåíàíàëèç íåëèíåéíûõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ìîäåëüíûõñëó÷àåâ ñòðàòè�èêàöèè âíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå),÷òî ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûì ý��åêòàì â òðàíñ��îðìàöèè âîëíû [8�10℄. Âñå òðè çäåñü óïîìÿíóòûåìîäåëè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ìåòîäîì îáðàò�606



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001 Äèíàìèêà ëîêàëèçîâàííûõ âîëí áîëüøîé àìïëèòóäû : : :íîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [11�14℄, îáëàäàþò áåñêîíå÷�íûì íàáîðîì ñîõðàíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè èíòåãðà�ëîâ è ðåøåíèÿìè â âèäå óïðóãî âçàèìîäåéñòâóþ�ùèõ è ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ áåç èçìåíåíèÿ �îðìûóåäèíåííûõ âîëí � ñîëèòîíîâ. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òîâ ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòèóðàâíåíèå ÌÊäÂ è óðàâíåíèå �àðäíåðà îáëàäàþòáðèçåðíûìè ðåøåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ¾äûøà�ùèì¿ âîëíîâûì ïàêåòàì [3; 15; 16℄. Áðèçåðû íàðàâíåñ ñîëèòîíàìè îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó âîëíîâîãîïîëÿ. Óðàâíåíèÿ ÊäÂ è ÌÊäÂ äàâíî ñòàëè êëàñ�ñè÷åñêèìè, è äèíàìèêà ñîëèòîíîâ â èõ ðàìêàõ õî�ðîøî èçó÷åíà (ñì., íàïðèìåð, [1�3; 15℄). Íåñìîòðÿíà âîçðîñøèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê íåëèíåé�íûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì, âêëþ÷àþùèì âûñ�øèå íåëèíåéíûå è äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû (ñì., íàïðè�ìåð, [17�19℄), ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå�àðäíåðà íå áûëî èçó÷åíî ñ òî÷êè çðåíèÿ îñîáåííî�ñòåé ñîëèòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðàáîòàõ [20; 21℄áûëî ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñî�ëèòîíîâ â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëè�íåéíîñòè (�1 < 0). Áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà îñî�áàÿ ðîëü ïðåäåëüíîãî � ¾øèðîêîãî¿ � ñîëèòîíà âýâîëþöèè âîëíîâîãî ïîëÿ. Ý��åêò îñîáîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ ñ ¾øèðîêèì¿ ñîëèòîíîì, ïðè êîòîðîì âòî�ðîé ñîëèòîí èçìåíÿåò ñâîþ ïîëÿðíîñòü è äâèæåòñÿïî õðåáòó ¾øèðîêîãî¿ ñîëèòîíà, áûë íåäàâíî ïîä�òâåðæäåí â ðàìêàõ ïîëíî-íåëèíåéíîé ìîäåëè äâóõ�ñëîéíîé âîäû [22℄. Âîëíîâàÿ äèíàìèêà óðàâíåíèÿ�àðäíåðà (1) ñ ïîëîæèòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåé�íîñòüþ (�1 > 0) êà÷åñòâåííî îòëè÷íà îò òàêîâîé âïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿ�åò ñîáîé èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ âðàìêàõ òàêîãî óðàâíåíèÿ.2. ÑÎËÈÒÎÍÍÛÅ �ÅØÅÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈß�À�ÄÍÅ�ÀÄëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåð�íûå ïåðåìåííûå, òîãäà (1) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ �óíê�öèè v(y; �) êàê�v�� + 6v(1 + v)�v�y + �3v�y3 = 0: (2)Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (2) îáëàäàåò ñîëèòîííûìèðåøåíèÿìè, èìåþùèìè âèävsol(y; �) = �211 + s1p1 + �21 hZ1 ;Z1 = �1(y � V1� � y1); V1 = �21; s1 = �1: (3)Ïàðàìåòð �1 çàäàåò ðàçìåð ñîëèòîíà, âûáîð çíàêàs1 = �1 îïðåäåëÿåò åãî ïîëÿðíîñòü. Ïîëîæèòåëüíûå
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�2 �1 y�èñ. 1. Ñîëèòîíû óðàâíåíèÿ �àðäíåðà ñ ïîëîæè-òåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Øòðèõîâàÿ ëè-íèÿ � ¾àëãåáðàè÷åñêèé¿ ñîëèòîíñîëèòîíû ïî �îðìå ñîâïàäàþò ñ ñîëèòîíàìè ÊäÂ âïðåäåëå � ! 0 (ìàëûå àìïëèòóäû) è ñòðåìÿòñÿ êñîëèòîíàì ÌÊäÂ ñ ðîñòîì � (àìïëèòóäû) (ðèñ. 1).Îòðèöàòåëüíûå ñîëèòîíû íå ìîãóò èìåòü àìïëèòó�äó ìåíüøóþ ïî ìîäóëþ, ÷åì êðèòè÷åñêàÿ, ðàâíàÿvr = �2: (4)Ñîëèòîí ñ òàêîé àìïëèòóäîé (äëÿ íåãî �1 = 0,s1 = �1) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì â ñèëó òîãî,÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè åãî âåëè÷èíà óáûâàåò íå ïîýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, à ïî ñòåïåííîìó (øòðè�õîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 1):valg(y; �) = lim�1!0 vsol(y; �) = � 21 + y2 : (5)Òàêîé ñîëèòîí íåïîäâèæåí è íåóñòîé÷èâ [16℄. Â ïðå�äåëå �1 ! 1 îòðèöàòåëüíûå ñîëèòîíû ïî �îðìåòàêæå ñòðåìÿòñÿ ê ñîëèòîíàì ÌÊäÂ.Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð � èìååò ÿñíûé�èçè÷åñêèé ñìûñë: åãî êâàäðàò ðàâåí ñêîðîñòè ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ óåäèíåííîé âîëíû V . Â òî âðåìÿ êàêâ ìîäåëÿõ ÊäÂ è ÌÊäÂ áîëüøèé ñîëèòîí âñåãäàÿâëÿëñÿ è áûñòðåéøèì, äëÿ óðàâíåíèÿ �àðäíåðàñ ïîëîæèòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ òàêîåóòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè ñðàâíåíèè ñî�ëèòîíîâ îäèíàêîâîé ïîëÿðíîñòè.Áóäó÷è èíòåãðèðóåìûì, óðàâíåíèå �àðäíåðà îá�ëàäàåò áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ñîõðàíÿþùèõñÿ èíòåãðà�607



À. Â. Ñëþíÿåâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001ëîâ. Äâà ïðîñòåéøèõ èç íèõ � èíòåãðàëû ìàññû èýíåðãèè,M = 1Z�1 v(y; �)dy; E = 1Z�1 v2(y; �)dy; (6)� ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäå�íèé è êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Äëÿ ñîëèòîíîâ (3) ýòè èíòåãðàëû ðàâíûM+sol = 2 artg�1;M�sol =M+sol � 2�;E�sol = 2�sol �M�sol; (7)ãäå çíàêè ¾+¿ èëè ¾�¿ ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿðíîñòèñîëèòîíà.Ïðîñòåéøåå èç ìóëüòèñîëèòîííûõ � äâóõñîëè�òîííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ñ èñïîëü�çîâàíèåì ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ìåòîäàÕèðîòû, òàê è ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâà�íèé Äàðáó (ýòè ìåòîäû áûëè àäàïòèðîâàíû ê óðàâ�íåíèþ �àðäíåðà ñ îòðèöàòåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëè�íåéíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî â [14; 23℄ è [21℄). Íàèáîëååêîìïàêòíî äâóõñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2)çàïèñûâàåòñÿ êàêv2sol(y; �) = i2(�22��21)��� 1�2 thZ2+��1 thZ1+�� 1�2 thZ2� � �1 thZ1�� ;Zj� = �j2 (y � Vj� � Æj � yj);th(�jÆj) = �i�j ;Vj = �2j ; j = 1; 2; �2 > �1 > 0: (8)
Âûðàæåíèå äëÿ v2sol(y; �) ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðå�îáðàçîâàíèé Äàðáó (ñì. [21℄) äëÿ óðàâíåíèÿ (2) èîïèñûâàåò äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå, õîòÿ êîìïëåêñ�íî ïî ñâîåé çàïèñè. Çàïèñàííîå â äåéñòâèòåëüíîé�îðìå îíî, ê ñîæàëåíèþ, òåðÿåò ñâîþ ïðîñòîòó èíàãëÿäíîñòü:v2sol(y; �) = (�22 � �21)(�22d1+ � �21d2�)�� ��22d1+d2+ + �21d1�d2� + 2�1�2 �� (�1�2 �D1D2 shZ1 shZ2)℄�1 ;dj+ = 1 +Dj hZj ; dj� = 1�Dj hZj ;Dj = sjq1 + �2j ;Zj = �j(y � Vj� � yj); Vj = �2j ;sj = �1; j = 1; 2; �2 > �1 > 0: (9)

Èíäåêñ j íóìåðóåò ñîëèòîíû, çíàê sj = �1 â âû�ðàæåíèè äëÿ Dj îïðåäåëÿåò ïîëÿðíîñòü êàæäîãî èçâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ.3. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂÏîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (8), (9) îïèñûâàþò èïîçâîëÿþò èçó÷èòü âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñîëèòîíîâïðîèçâîëüíîé ïîëÿðíîñòè. Â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (2)íåâîçìîæíî ñòàöèîíàðíîå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ñîëè�òîíîâ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, îíè áóäóò íåìåäëåí�íî âçàèìîäåéñòâîâàòü. Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî àìïëè�òóäà êàæäîãî èç âèäîâ ñîëèòîíîâ (ïîëîæèòåëüíîãîèëè îòðèöàòåëüíîãî) ìîíîòîííî çàâèñèò îò ñêîðî�ñòè, îäíàêî èç ðàâíîñêîðîñòíûõ ðàçíîïîëÿðíûõ ñî�ëèòîíîâ îòðèöàòåëüíûé âñåãäà áîëüøå ïî àìïëèòó�äå (ïî åå àáñîëþòíîé âåëè÷èíå), è, ñîîòâåòñòâåííî,ñðåäè äâóõ ðàçíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ îäèíàêîâîé âå�ëè÷èíû ïîëîæèòåëüíûé âñåãäà áûñòðåå.Ñîëèòîíû îäèíàêîâîé ïîëÿðíîñòè êà÷åñò-âåííî âçàèìîäåéñòâóþò àíàëîãè÷íî ñîëèòîíàì ÊäÂèëè îäíîïîëÿðíûì ñîëèòîíàì ÌÊäÂ: åñëè èõ àì�ïëèòóäû ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî, òî ïðîèñõîäèòîáãîí ñ îáðàçîâàíèåì îäíîãîðáîãî ñèììåòðè÷íîãîïðî�èëÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îáìåí ýíåðãèåé
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�èñ. 2. Îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíîâ óðàâíåíèÿ�àðäíåðà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî ñöåíàðèþ îáãîíà(îáëàñòü 1 ) è îáìåíà (îáëàñòü 2 )608
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�èñ. 3. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ óðàâíåíèÿ �àðäíåðà (à) â ìîäè�èöèðîâàííîìóðàâíåíèè ÊäÂ ñ ñîõðàíåíèåì àìïëèòóä ñîëèòîíîâ (á). Ïàðàìåòðû ñîëèòîíîâ: �1 = 3:8, �2 = 4, A1 = �4:9,A2 = 3:1áåç îáðàçîâàíèÿ åäèíîãî ãîðáà. Çäåñü óäîáíî ââå�ñòè â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð îòíîøåíèÿ àìïëèòóär = A1=A2, ãäå ñîëèòîí ñ èíäåêñîì 2 � áûñòðåéøèé,�2 > �1 (äëÿ îäíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ A2 > A1, ïî�ýòîìó 0 < r < 1). Òîãäà ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå òàêîãîïàðàìåòðà, ðàçäåëÿþùåå äâà âîçìîæíûõ ñöåíàðèÿâçàèìîäåéñòâèÿ, ìîæåò áûòü íàéäåíî èç äâóõñîëè�òîííîãî ðåøåíèÿ (9). Îíî çàâèñèò îò àìïëèòóäû âçà�èìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ; ãðà�èê ýòîé çàâèñèìî�ñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Êðèâàÿ A2 = �2=r, îãðà�íè÷èâàþùàÿ íà ðèñóíêå îáëàñòü âîçìîæíûõ ïàðà�ìåòðîâ, ïîÿâèëàñü èç-çà íàëè÷èÿ ìèíèìàëüíîãî èçîòðèöàòåëüíûõ ñîëèòîíîâ � àëãåáðàè÷åñêîãî. Äëÿáîëüøåé íàãëÿäíîñòè íà ðèñ. 2 íå ñîáëþäåíû ìàñ�øòàáû ïîñòðîåííûõ çàâèñèìîñòåé. Íà ñàìîì äåëåäëÿ ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä A2 ïàðàìåòð r èìååò î÷åíüìàëûé ðàçáðîñ çíà÷åíèé, 0:33 < r < 0:38 äëÿ ïîëî�æèòåëüíûõ è 0:38 < r < 0:40 äëÿ îòðèöàòåëüíûõñîëèòîíîâ, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê âåëè÷èíàì, ñîîòâåò�ñòâóþùèì ñëó÷àÿì óðàâíåíèé ÊäÂ (ìàëûå àìïëèòó�äû) è ÌÊäÂ (áåñêîíå÷íî áîëüøèå àìïëèòóäû). Ïî�ýòîìó ó÷åò â óðàâíåíèè äâóõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íåèìååò êà÷åñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìî�äåéñòâèÿ îäíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ.�àçíîïîëÿðíûå ñîëèòîíû óðàâíåíèÿ �àðäíå�ðà, òàê æå êàê è â ìîäåëè ÌÊäÂ, ïðîõîäÿò äðóã ÷å�ðåç äðóãà ïðè âçàèìîäåéñòâèè, îáðàçóÿ â ìîìåíò � == 0 îäíîãîðáóþ ñèììåòðè÷íóþ �èãóðó. Äëÿ âçàèìî�äåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ óðàâíåíèÿ �àðäíåðà ñïðà�âåäëèâî ñîîòíîøåíèåv2(y = 0; � = 0) = A2 �A1: (10)Äëÿ ðàçíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ âîëíûâûñîòà öåíòðàëüíîé òî÷êè ðàâíà ðàçíîñòè àìïëè�òóä ñîëèòîíîâ, ïîýòîìó ðàçíîïîëÿðíûå ñîëèòîíû,

âçàèìîäåéñòâóÿ, óâåëè÷èâàþò àìïëèòóäó âîëíû. Ïî�ëÿðíîñòü òàêîé ñóììàðíîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ íàè�áîëåå áûñòðûì ñîëèòîíîì, ÷òî îòëè÷àåò ýòó çàäà�÷ó îò àíàëîãè÷íîé â ìîäåëè ÌÊäÂ, ãäå áîëüøèéñîëèòîí áûë è áûñòðåéøèì. Îòêàç îò ó÷åòà êâàä-ðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè (2) ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ðàçíîïîëÿðíûõ ñî�ëèòîíîâ, ò. å. ïîïûòêà îïèñàíèÿ çàäà÷è óðàâíåíèåìÌÊäÂ, ìîæåò äàâàòü êà÷åñòâåííî äðóãîé ðåçóëüòàò(ñì. ðèñ. 3). Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåí ðåçóëüòàò âçàèìî�äåéñòâèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ �àðä�íåðà (2), êîãäà ìåíüøèé (ïîëîæèòåëüíûé) ÿâëÿåò�ñÿ áîëåå áûñòðûì (ïàðàìåòðû ñîëèòîíîâ: �1 = 3:8,�2 = 4, A1 = �4:9, A2 = 3:1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ âû�øåñêàçàííûì ïðè âçàèìîäåéñòâèè îáðàçóåòñÿ ïîëî�æèòåëüíàÿ âîëíà ñóììàðíîé àìïëèòóäû (ðèñ. 3à).Òåïåðü ïðîìîäåëèðóåì ýòó æå çàäà÷ó ìîäè�èöèðî�âàííûì óðàâíåíèåì ÊäÂ. Íà ðèñ. 3á ïðèâåäåí ðå�çóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ÌÊäÂ-ñîëèòîíîâ, àìïëèòó�äû êîòîðûõ ðàâíû àìïëèòóäàì ñîëèòîíîâ óðàâíå�íèÿ �àðäíåðà íà ðèñ. 3à. Âåëè÷èíó ñóììàðíîé âîë�íû â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò áîëüøèé ñîëèòîí, è îíàèìååò îòðèöàòåëüíóþ ïîëÿðíîñòü.Íàëè÷èå äâóõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè�àðäíåðà òàêæå âåäåò ê èíòåðåñíûì îñîáåííîñòÿìâ ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ ðàçíûõ ïîëÿð�íîñòåé ñ ìàëûìè ñêîðîñòÿìè. Òàê êàê ñ óìåíüøå�íèåì ñêîðîñòè àìïëèòóäà ïîëîæèòåëüíîãî ñîëèòîíàñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à îòðèöàòåëüíîãî � îñòàåòñÿ íåìåíåå vr, òî ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ñîëèòîí ìîæåòáûòü íåðàçëè÷èì íà �îíå áîëüøîãî îòðèöàòåëüíîãî(ðèñ. 4à). Îäíàêî åñëè ïîëîæèòåëüíûé ñîëèòîí èìå�åò áoëüøóþ ñêîðîñòü, òî ýòî ïîâëå÷åò ðåçêóþ ñìåíóïîëÿðíîñòè âîëíû â ìîìåíò îáãîíà (ðèñ. 4á), à çàòåìïîëÿðíîñòü âîëíû âîññòàíàâëèâàåòñÿ.Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíû ïîëó÷à�13 ÆÝÒÔ, âûï. 3 609
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�èñ. 4. Âçàèìîäåéñòâèå îòðèöàòåëüíîãî ñîëèòîíà ñïîëîæèòåëüíûì ìàëîé àìïëèòóäû, íî áîëüøåé ñêî-ðîñòè (¾íåïðåäñêàçóåìûé¿ ñîëèòîí): à � äî âçàè-ìîäåéñòâèÿ (ïîëîæèòåëüíûé ñîëèòîí îòìå÷åí çâåç-äî÷êîé); á � ðåçêîå èçìåíåíèå ïîëÿðíîñòè âîëíûïðè âçàèìîäåéñòâèèþò ñäâèã êîîðäèíàò (�àç), ðàâíûé�y1;2 = � 2�1;2 ln �2 + �1�2 � �1 ; (11)êàê è â ñëó÷àÿõ óðàâíåíèé ÊäÂ è ÌÊäÂ.4. ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÏÀÊÅÒ(Á�ÈÇÅ�)Êðîìå ñîëèòîíîâ óðàâíåíèå �àðäíåðà ñ ïîëîæè�òåëüíîé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ îáëàäàåò åùå îä�íèì óåäèíåííûì ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ¾äû�øàùåìó¿ âîëíîâîìó ïàêåòó, � áðèçåðîì. Áðèçåð ìî�æåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå ïðîõîæäå�íèÿ ñîëèòîíîì îáëàñòè ñìåíû çíàêà êâàäðàòè÷íîéíåëèíåéíîñòè [10℄, âîçìóùåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ñî�ëèòîíà [16℄, ëèáî èç ïîäõîäÿùåãî íà÷àëüíîãî âîç�ìóùåíèÿ (â ðàáîòå [24℄ ðàññìîòðåíî âîçíèêíîâåíèåáðèçåðà â ðàìêàõ ÌÊäÂ-óðàâíåíèÿ èç íà÷àëüíîãîàíòèñèììåòðè÷íîãî âîçìóùåíèÿ). Âûðàæåíèå äëÿáðèçåðà óðàâíåíèÿ (2) áûëî ïîëó÷åíî â [16℄ ïóòåì ðå�øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Áðèçåðíîå ðåøå�íèå òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äâóõñîëèòîííî�

ãî ðåøåíèÿ (8). Âîëíîâîé ïàêåò ñîîòâåòñòâóåò äâóìñâÿçàííûì ðàçíîïîëÿðíûì ñîëèòîíàì, ïàðàìåòðûêîòîðûõ âûáðàíû ñëåäóþùèìè:�2 = a+ ib; �1 = a� ib;a > 0; b > 0: (12)Íàèáîëåå êîìïàêòíî áðèçåð ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæå�íèåìvbr(y; �) = �2 Im(2)��Re0BB� 1 th h2 (z+Æ)i�� th ��2 (z��Æ�)�1CCA ; (13)ãäåÆ = 12 ln i+ i�  ;  = a+ ib; z = y � y0 � 2�:Â äåéñòâèòåëüíîì âèäå (13) ìîæåò áûòü çàïèñàíîêàêvbr(y; �) = 2ab�� h � os +os � h'a sin � h'+b sh � os + sh � sin +sin � sh'a os � sh'�b h � sin b h � sin �a os � sh'a sin � h'+b sh � os �b sh � os +a sin � h'a os � sh'�b h � sin ;(14)ãäå � = a(y � Vbr� � ybr); � = b(y � !� � yph);Vbr = a2 � 3b2; ! = 3a2 � b2;' = Re(Æ);  = Im(Æ):Äâèæåíèå áðèçåðà êàê öåëîãî ïðîèñõîäèò ñî ñêîðî�ñòüþ Vbr , âåëè÷èíà ! îòâå÷àåò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿçàïîëíÿþùåé áðèçåðà, ybr è yph � ïðîèçâîëüíûå äåé�ñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïðè b � a â âîëíîâîì ïà�êåòå ïðèñóòñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî âîëíîâûõ ñãóñòêîâ(ðèñ. 5à). ×åðåç âðåìÿTbr = �b(a2 + b2) (15)áðèçåð ïîâòîðÿåò ñâîþ �îðìó. Âîëíîâîé ïàêåò óðàâ�íåíèÿ �àðäíåðà ñòðåìèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó áðèçåðóÌÊäÂ ñ ðîñòîì âåëè÷èíû (a2 + b2) (áîëüøèå àì�ïëèòóäû èëè ÷àñòîå çàïîëíåíèå). Íàëè÷èå â óðàâ�íåíèè êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè ëèøü ñäåëàëîåãî íåñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ v = 0(ðèñ. 5).610
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�èñ. 5. Áðèçåðû óðàâíåíèÿ �àðäíåðà: à � áîëüøîå÷èñëî âîëíîâûõ ñãóñòêîâ â ïàêåòå (a = 1, b = 3),á � äâà ñâÿçàííûõ ñîëèòîíà (a = 1, b = 0:3)Èíòåðåñåí ñëó÷àé a� b: ïðè ýòîì äâèæåíèå áðè�çåðà î÷åíü ïîõîæå íà ïîî÷åðåäíûé îáãîí äðóã äðó�ãà, ñîâåðøàåìûé äâóìÿ ðàçíîïîëÿðíûìè ñîëèòîíà�ìè (ðèñ. 4, 5á). Èç ðåøåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî â ðå�çóëüòàòå òàêîãî êîëåáàíèÿ äâóõ ðàçíîïîëÿðíûõ ñî�ëèòîíîâ â ñîñòàâå áðèçåðà îíè ðàñõîäÿòñÿ íà ðàññòî�ÿíèå L = 2a ln 2ab : (16)Åñëè ðàññìàòðèâàòü äâà ñîëèòîíà ñ áëèçêèìè ïàðà�ìåòðàìè �1;2 � a (áëèçêèå ñêîðîñòè), ðàçëè÷àþùè�ìèñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó b, òî âûðàæåíèå (16) îïðå�äåëÿåò �àçîâûé ñäâèã, ïðèîáðåòàåìûé òàêèìè ñîëè�òîíàìè â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ (ñð. ñ �îðìó�ëîé (11)). Òàêèì îáðàçîì, ïðè a � b áðèçåð ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñâÿçàííûõ ðàçíîïîëÿðíûõ ñîëè�òîíà ñ áëèçêèìè ñêîðîñòÿìè. Îíè âçàèìîäåéñòâóþò,ïîëó÷àÿ îáû÷íûé äëÿ îáãîíà ñäâèã �àç, à çàòåì äî�ãîíÿþùèé ìåíÿåòñÿ ñ îáîãíàííûì ðîëÿìè. Äî ìî�ìåíòà îáãîíà äîãîíÿþùèé ñîëèòîí â ñîñòàâå áðèçå�ðà óñêîðÿåòñÿ, à îáãîíÿåìûé òîðìîçèòñÿ, ïîñëå �íàîáîðîò � áîëåå áûñòðûé ñîëèòîí çàòîðìàæèâàåò�ñÿ, à ìåäëåííûé ðàçãîíÿåòñÿ (êàê ïðè îáû÷íîì âçà�èìîäåéñòâèè). Â òàêîé èíòåðïðåòàöèè ñëó÷àé, êîãäàîäèí èç ñîëèòîíîâ â ñîñòàâå âîëíîâîãî ïàêåòà áëè�

çîê ê àëãåáðàè÷åñêîìó, à äðóãîé î÷åíü øèðîêèé èìàëåíüêèé ïî àìïëèòóäå (a è b ìàëû), òàêæå èíòå�ðåñåí: õîðîøî ðàçëè÷èìûé îòðèöàòåëüíûé ñîëèòîíâ ñîñòàâå áðèçåðà ïåðèîäè÷åñêè áóäåò ðåçêî ìåíÿòüñâîþ àìïëèòóäó èç-çà ïëîõî ðàçëè÷èìîãî ïîëîæè�òåëüíîãî, êàê â çàäà÷å âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîëèòî�íîâ (ðèñ. 4, 5á).Èíòåãðàëû ìàññû è ýíåðãèè (6) äëÿ áðèçåðà îïðå�äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìèMbr = 1Z�1 vbr(y; �)dy = �4 � 2�;Ebr = 1Z�1 v2br(y; �)dy = 4a�Mbr: (17)Ýíåðãèÿ áðèçåðà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì a è óìåíü�øàåòñÿ ñ ðîñòîì b (ñ óâåëè÷åíèåì çàïîëíåíèÿ âîëíî�âîãî ïàêåòà). Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû çàïîëíåíèÿ âîë�íîâîãî ïàêåòà ïðèâîäèò òàêæå ê óìåíüøåíèþ ìàññûïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè áîëüøèõ b. Ìàññà áðèçåðà âñåãäà îòðèöàòåëüíàè ìàêñèìàëüíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (ðàâíà 2�)ïðè a è b, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄåòàëüíî èçó÷åíî ñîëèòîííîå âçàèìîäåéñòâèåâ ðàìêàõ óðàâíåíèÿ �àðäíåðà, ÿâëÿþùåãîñÿåñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÂ è âêëþ�÷àþùåãî ÷ëåíû êâàäðàòè÷íîé è ïîëîæèòåëüíîéêóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé îäíîâðåìåííî. Äëÿ òàêî�ãî àíàëèçà èñïîëüçóåòñÿ íàéäåííîå àíàëèòè÷åñêîåäâóõñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíî, ÷òîäëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâîäíîé ïîëÿðíîñòè ó÷åò äâóõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ âóðàâíåíèè íå âíîñèò êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé ïîñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåíèåì âîëíîâîé äèíàìèêèâ ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî èëè ìîäè�èöèðîâàííî�ãî óðàâíåíèé Êîðòåâåãà�äå Âðèçà, äîñòàòî÷íîó÷åòà â ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè ëèøü îäíîãî(äîìèíèðóþùåãî) íåëèíåéíîãî ÷ëåíà. Ó÷åò äâóõíåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè èìååò ïðèíöè�ïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿðàçíîïîëÿðíûõ ñîëèòîíîâ, îñîáåííî ñîëèòîíîâ ñìàëûìè ñêîðîñòÿìè. Ïîëÿðíîñòü ñóììàðíîé âîëíû,îáðàçóþùåéñÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè, îïðåäåëÿåòñÿáûñòðåéøèì ñîëèòîíîì, ïîýòîìó áîëüøîé ñîëèòîíìîæåò ðåçêî ìåíÿòü ñâîþ ïîëÿðíîñòü ïîä äåéñòâèåììàëîé âîëíû ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè (ðèñ. 4).¾Äûøàùèé¿ âîëíîâîé ïàêåò (áðèçåð) ñòàíîâèòñÿ611 13*
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