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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ØÒÓ�ÌÎÂÑÊÈÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÊÓËÎÍÎÂÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ��ÈÍÀÈ ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛ �Î�ÄÎÍÀÀ. À. Êðûëîâåöêèé *, Í. Ë. Ìàíàêîâ **, Ñ. È. ÌàðìîÂîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò394693, Âîðîíåæ, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 àâãóñòà 2000 ã.�àäèàëüíàÿ ÷àñòü êóëîíîâñêîé �óíêöèè �ðèíà (ÊÔ�) çàïèñàíà â âèäå äâîéíîãî ðÿäà ïî ïîëèíîìàìËàãåððà (�óíêöèÿì Øòóðìà êóëîíîâñêîé çàäà÷è), ñîäåðæàùåãî äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà, � è �0. �å-çóëüòàò ïðèìåíèì êàê â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå, òàê è äëÿ ÊÔ� êâàäðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêàñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì. Ïðè � = �0 ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ÊÔ� íà ðåçîíàíñíóþ è ïîòåíöèàëüíóþ(ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò ýíåðãèè) ÷àñòè. Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ÊÔ� ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìèçàïèñàíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ÷åòûðåõìåðíûì ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì. Âûáîð ïàðàìåòðîâ �, �0 â ñî-îòâåòñòâèè ñî ñïåöè�èêîé êîíêðåòíîé çàäà÷è êàðäèíàëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå ñîñòàâíûõ ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïåðåõîäîâ. Ïîëó÷åíû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (â çàïèñè ÷å-ðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè) äëÿ àìïëèòóä ñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ è ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ äâóõ�îòîí-íûõ ïåðåõîäîâ â àòîìå âîäîðîäà èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ jnli, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå(îäíî�îòîííûå) �îðìóëû �îðäîíà. Êîìïîíåíòû òåíçîðà äèíàìè÷åñêîé ïîëÿðèçóåìîñòè �nlm(!) ïðèïðîèçâîëüíîì n âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ 2F1, çàâèñÿùóþ ëèøü îò l è ~!, è ïîëè-íîìèàëüíûå �óíêöèè fnl(~!) ÷àñòîòû ~! = ~!=jEnj. Èññëåäîâàíû ðèäáåðãîâñêàÿ (n� 1) è ïðèïîðîãîâàÿ(~! � jEnj) àñèìïòîòèêè ïîëÿðèçóåìîñòåé.PACS: 32.80.-t, 32.10.Dk, 32.80.Rm1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþñ ëàçåðíûì ïîëåì âåðîÿòíîñòè îäíî- è ìíîãî�îòîí�íûõ ïðîöåññîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäîâ ìåæäó íà÷àëü�íûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè àòîìà. Äëÿ ìíîãîýëåê�òðîííûõ àòîìîâ âîçìîæåí ëèøü ïðèáëèæåííûé ðàñ�÷åò òàêèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, à â ñëó÷àå âîäîðî�äîïîäîáíûõ ñèñòåì âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü âûïîë�íåíû òî÷íî. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèåñ ïîëåì ìîæíî ñ÷èòàòü äèïîëüíûì; â ýòîì ñëó÷àåðàäèàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû hn0l0 = l � 1j r jnliîäíî�îòîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó íà÷àëüíûì jnli èêîíå÷íûì jn0l0i ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðàâ àòîìå âîäîðîäà âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè â âè�äå êîìáèíàöèè äâóõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé*E-mail: kryl�kryl.vsu.ru**E-mail: manakov�thp.vsu.ru

2F1(a; b; 
; z) ñ öåëûìè îòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðà�ìè a è b (ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ) è ïðî�ñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ �àêòîðîâ (èçâåñòíûå �îðìó�ëû �îðäîíà [1℄):hn0l � 1j r jnli == (�1)n0+1 [(n� l)2l+1(n0 � l + 1)2l�1℄1=24Z(2l� 1)! �� �l+1(1� �)(n+n0)=2 [ 2F1(�n+ l + 1;�n0 + l; 2l; �)�� (1� �)2F1(�n+ l � 1;�n0 + l; 2l; �) ℄ ; (1)ãäå � = �4nn0=(n� n0)2;(a)k = �(a+ k)=�(a) � ñèìâîë Ïîõãàììåðà. Çäåñü èíèæå èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû.Ôîðìóëû �îðäîíà ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò èçëó�÷åíèå è ïîãëîùåíèå �îòîíà ñâÿçàííûì ýëåêòðî�íîì â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå, à àíàëèòè÷åñêîå45



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001ïðîäîëæåíèå (1) ïî n0 (â äàííîì ñëó÷àå çàìåíàn0 ! i=p2E) äàåò è àìïëèòóäû hEl0 = l � 1j r jnliñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ (�îòîèîíèçàöèè èëèðåêîìáèíàöèè), êîòîðûå òîæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéïîëèíîìû. Õîðîøî èçâåñòíû òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿàìïëèòóä hE0l0 = l � 1j r jEli ñâîáîäíî-ñâîáîäíûõ ïå�ðåõîäîâ (òèïà òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ), â êîòîðûõ íà�ðÿäó ñ ÷ëåíîì, ïîëó÷àåìûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîë�æåíèåì ïî n è n0 è ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé óæå êîì�áèíàöèþ äâóõ ïîëíûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíê�öèé 2F1, âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ñèíãóëÿðíîå ñëà�ãàåìîå ñ äåëüòà-�óíêöèåé Æ(E � E0). Óêàçàííûåàíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ ¾ðåïåðíûìè¿ âòåîðèè àòîìíûõ �îòîïðîöåññîâ: òàáóëèðîâàííûå ðå�çóëüòàòû, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå àïïðîêñèìàöèèäëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé n, l è/èëè ýíåðãèè E øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé (îäíî�îòîí�íîé) îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè.Âíåäðåíèå ëàçåðîâ â òåõíèêó îïòè÷åñêîé ñïåê�òðîñêîïèè è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ìíî�ãî�îòîííûõ ïðîöåññîâ ñòèìóëèðîâàëè àíàëèòè÷å�ñêèå ðàñ÷åòû ñå÷åíèé ìíîãî�îòîííûõ (â ïåðâóþî÷åðåäü, äâóõ�îòîííûõ) ïåðåõîäîâ â êóëîíîâñêîìïîëå. Óæå íà ïðèìåðå ðàäèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëå�ìåíòà äâóõ�îòîííîãî ïåðåõîäà,ML=l�1l; l0=l;l�2(n; n0; E = En � !) ==Xk hn0l0j r jkLi hkLj r jnliEk �En � ! � i 0 �� hn0l0j rgL(E; r; r0)r0 jnli ; (2)î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ïðèíöèïèàëü�íî óñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ðàñ÷åòà ñïåêòðàëü�íûõ ñóìì. Äàëåå ÿñíî, ÷òî äàæå áóäó÷è âû÷èñëåí�íûì â çàìêíóòîì âèäå, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (2) äîë�æåí èìåòü ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé �óíêöèîíàëüíûéâèä ïî ñðàâíåíèþ ñ (1), ïîñêîëüêó âäîáàâîê ê çàâè�ñèìîñòè îò êâàíòîâûõ ÷èñåë n, n0, l îí ñóùåñòâåí�íî (ðåçîíàíñíûì îáðàçîì) çàâèñèò îò íåïðåðûâíî�ãî ïàðàìåòðà � ÷àñòîòû ! âíåøíåãî ìîíîõðîìàòè�÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ. Èñòîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷å�òîâ àìïëèòóä òèïà (2) äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèà�ëà íàñ÷èòûâàåò ïî÷òè 40 ëåò (ñì., íàïðèìåð, [2℄) èîêîëî ñîòíè ðàáîò. Èñïîëüçîâàëñÿ öåëûé ðÿä àëüòåð�íàòèâíûõ ïîäõîäîâ (ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìåòî�äà èíòåãðèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîïðàâî÷íîé �óíêöèè ïåðâîãîïîðÿäêà íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé, àëãå�áðàè÷åñêèå ïîäõîäû íà îñíîâå O(4)-ñèììåòðèè êó�ëîíîâñêîé çàäà÷è è äð.), íî íàèáîëåå ý��åêòèâíûìñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñóìì ÿâëÿåò�

ñÿ èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè�ðèíà GE ,GE =Xklm jklmi hklmjEk �E � i 0 = 1Ĥ �E � i 0 ; (3)óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êóëîíîâñêèì ãàìèëüòîíè�àíîì. Äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó íà÷àëüíûì è/èëè êî�íå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè ñ �èêñèðîâàííûì îðáèòàëü�íûì ìîìåíòîì íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâà�íèå ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ GE :GE(r; r0) =Xlm gl(E; r; r0)Ylm(r̂)Y �lm(r̂0) ; (4)ãäå Ylm(r̂) � ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Â ýòîì ñëó�÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ òèïà (2) ñ ðàäèàëüíîé �óíêöèåé �ðèíàgl(E; r; r0).Ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êóëîíîâñêîé�óíêöèè �ðèíà (ÊÔ�) â òåîðèè äâóõ�îòîííûõïðîöåññîâ áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âïåðâûå íàïðèìåðå ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêîé ïîëÿðèçóåìîñòè�1s(!) îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäà â êîìïàêòíîéàíàëèòè÷åñêîé �îðìå [3℄ (ñì. òàêæå [4℄):�1s(!) = 1!2 [T (E1s + !) + T (E1s � !)� 1℄ ; (5)ãäå T (E) = �2(2� �) 2F1(1; 4; 3� �;x);x = � (1� �)24� ; � = Zp�2E � i0 :Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = n0 = 1ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (2) ñâîäÿòñÿ ê ïîëíîé ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè 2F1 ñ äâóìÿ öåëûìè ïåð�âûìè ïàðàìåòðàìè, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå(íåïîëíàÿ áåòà-�óíêöèÿ [5℄). Àíàëîãè÷íûå àíàëèòè�÷åñêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ ïåðåõîäîâèç îñíîâíîãî â íèçøèå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñn = 2; 3 [6℄, à òàêæå äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó âîçáóæ�äåííûìè óðîâíÿìè [6, 7℄ âïëîòü äî n = 4 [8℄. Âîâñåõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû âûðàæàþòñÿ â âèäå êîìáè�íàöèè �óíêöèé 2F1, îäíàêî ñ ðîñòîì ãëàâíûõ êâàí�òîâûõ ÷èñåë n è n0 ÷èñëî �óíêöèé áûñòðî âîçðàñòà�åò. Îòìåòèì, ÷òî, â ïðèíöèïå, âñëåäñòâèå îòìå÷åí�íîé âûøå öåëî÷èñëåííîñòè ïàðàìåòðîâ òàêèå �óíê�öèè ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîé èç íèõ ñ ïîìîùüþ ðåêóð�ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèé àë�ãîðèòì äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé è ìîæåò áûòü ðåàëè�çîâàí ëèøü êîìïüþòåðíûìè ñðåäñòâàìè [9℄. Íàðÿ�äó ñ ðàñ÷åòàìè àìïëèòóä äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâñ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè n è n0 â ðÿäå ðàáîò ìàò�ðè÷íûå ýëåìåíòû (2) àíàëèçèðîâàëèñü äëÿ îáùåãî46



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ n è/èëè n0. Çäåñü ðåçóëüòàòûèìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä ëèøü äëÿ óïðóãèõ(n0 = n) ïðîöåññîâ: êîìïàêòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñêà�ëÿðíîé ÷àñòè ïîëÿðèçóåìîñòè ñîñòîÿíèÿ jnli, âîçíè�êàþùåé ïðè ðàñ÷åòå ëîãàðè�ìà Áåòå äëÿ ëýìáîâñêî�ãî ñäâèãà, íàéäåíî â [10℄ (ñì. òàêæå [8℄ äëÿ n � 4è [11℄ äëÿ ns-ñîñòîÿíèé); â ðàáîòå [12℄ 3 íåçàâèñèìûåêîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè äëÿ ïðîèçâîëü�íîãî n, à òàêæå àìïëèòóäà ¾íåäèàãîíàëüíîãî¿ ïåðå�õîäà jnli ! jn l0 = l � 2i âûðàæåíû ÷åðåç ëèíåéíóþêîìáèíàöèþ � (nr = n� l� 1) �óíêöèé 2F1. Àíàëî�ãè÷íûì îáðàçîì, â âèäå êîìáèíàöèè � n ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèåäëÿ àìïëèòóäû íåóïðóãèõ ïåðåõîäîâ èç îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ, j1si ! jnl = 0; 2i [13℄. Ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû (2) äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ n 6= n0 àíàëèçèðîâàëèñü âðàáîòàõ [14; 15℄, îäíàêî çàìêíóòîå âûðàæåíèå â òåð�ìèíàõ èçâåñòíûõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé íå áûëî ïî�ëó÷åíî. Èñïîëüçîâàííàÿ â [14℄ òåõíèêà øòóðìîâñêî�ãî ðàçëîæåíèÿ ÊÔ� ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåçóëü�òàò ëèøü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà îò ïðîèçâåäåíèéäâóõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ (àíàëîãè÷íûõâõîäÿùèì â �îðìóëû �îðäîíà äëÿ �îòîèîíèçàöèè),êîòîðûé ê òîìó æå îêàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ ïðè÷àñòîòàõ, ïðåâûøàþùèõ ïîòåíöèàë èîíèçàöèè jEnjíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ jnli. Â [16, 17℄ ðåçóëüòàò çàïè�ñàí â âèäå èíòåãðàëîâ, íå ñâîäÿùèõñÿ ê èçâåñòíûìñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì, à â ðàáîòå [15℄, ïðåòåíäó�þùåé íà ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà â êîìïàêòíîé àíàëè�òè÷åñêîé �îðìå, ïîñëåäíÿÿ èìååò âèä ãðîìîçäêîéñóììû íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ñïåöèàëüíî ââåäåííûõäëÿ äàííîé çàäà÷è �óíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîòèïà îò øåñòè ïàðàìåòðîâ è ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ,êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû òðîéíîé ñóììå, âêëþ÷àþùåé�óíêöèè 2F1.Àíàëèç ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà (2) äëÿ ñâÿçàí�íî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ, jnli ! jEl0i, óñëîæíÿåòñÿèç-çà íàëè÷èÿ êóëîíîâñêîé �óíêöèè íåïðåðûâíîãîñïåêòðà, êîòîðàÿ ñàìà óæå åñòü âûðîæäåííûé ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Òåì íå ìåíåå è â ýòîì ñëó�÷àå àìïëèòóäà äâóõ�îòîííîé èîíèçàöèè èç îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â çàìêíóòîì àíàëèòè�÷åñêîì âèäå, íî óæå ÷åðåç ïîëíûå ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêèå �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ � �óíêöèè ÀïïåëÿF1 [18, 19℄ (ñì. òàêæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû [20℄äëÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ñ èîíèçàöèåé). Õîòÿóêàçàííûå ðàñ÷åòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ è íà ñëó÷àéíèçêîëåæàùèõ âîçáóæäåííûõ óðîâíåé, â îáùåì ñëó�÷àå çàìêíóòûå ðåçóëüòàòû äëÿ àìïëèòóäû íå áûëèïîëó÷åíû, è â êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ áîëüøèõ n(â îñîáåííîñòè äëÿ íàäïîðîãîâîé èîíèçàöèè, êîãäà! > jEnj) èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÷èñ�

ëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå�íèÿ ðÿäîâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà (ñì., íàïðè�ìåð, [21�23; 10℄). Óêàæåì òàêæå, ÷òî äëÿ äâóõ�î�òîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè íåïðåðûâíî�ãî ñïåêòðà ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè îðáèòàëü�íîãî ìîìåíòà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òèïà (2) (îïè�ñûâàþùèå, íàïðèìåð, äâîéíîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèåèëè ðåçåð�îðäîâñêîå ðàññåÿíèå â ïðèñóòñòâèè ñâå�òîâîé âîëíû) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë îò ïîëíîé�óíêöèè 2F1 [24℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äâóõ�îòîííûå�îðìóëû �îðäîíà � êîìïàêòíûå àíàëèòè÷åñêèå âû�ðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òèïà (2) ñ ïðî�èçâîëüíûìè n è n0, à òàêæå äëÿ ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ jnli â êàíîíè÷åñêè ïðîñòîé(íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî äëÿ ñòîëü îáùåãî ñëó÷àÿ)�îðìå ÷åðåç èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Âñåïîëó÷åííûå ðàíåå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿäâóõ�îòîííûõ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ â âîäîðîäíîìàòîìå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óêà�çàííûõ �îðìóë. Êàê îêàçàëîñü, óñëîæíåíèå ðåçóëü�òàòîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n, n0 ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó�÷àåì îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíî íå ñ óâåëè÷åíèåì÷èñëà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé 2F1 èëè �óíê�öèé Àïïåëÿ F1, êàê ýòîãî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü,ñóäÿ ïî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì äëÿ íèçêîëåæàùèõóðîâíåé, à ñ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àìïëèòóäûâûðàæàþòñÿ â âèäå ïðîñòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèèïðîèçâåäåíèé äâóõ �óíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîòèïà. Îäíà èç íèõ � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ïîëè�íîì ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì n< = minfnr; n0rg, àíà�ëîãè÷íûé ïîëèíîìàì â êëàññè÷åñêîé �îðìóëå �îð�äîíà, à äðóãàÿ � �óíêöèÿ Àïïåëÿ F1, êîòîðàÿ äëÿñëó÷àÿ ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ àíàëîãè÷íà�óíêöèÿì, îïðåäåëÿþùèì àìïëèòóäó äâóõ�îòîí�íîé èîíèçàöèè èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñâÿçàí�íî-ñâÿçàííûõ ïåðåõîäîâ óêàçàííàÿ �óíêöèÿ Àïïåëÿèìååò öåëûé îòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð è ýêâèâàëåíò�íà êîíå÷íîé ñóììå �óíêöèé 2F1 ñ åäèíè÷íûì ïåð�âûì ïàðàìåòðîì, àíàëîãè÷íûõ âõîäÿùèì â (5). Êðî�ìå òîãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò ñîäåðæèò òàê�æå ïîëèíîìèàëüíûå ñëàãàåìûå ñ ïðîèçâåäåíèÿìè ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îäíîé (2F1) è äâóõ(F1) ïåðåìåííûõ. �åçóëüòàòû ðàäèêàëüíî óïðîùà�þòñÿ äëÿ ¾äèàãîíàëüíûõ¿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (2)ñ n0 = n: â ýòîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûå ÷ëåíû îò�ñóòñòâóþò è MLl; l0(n; n;E = En � !) çàïèñûâàåòñÿâ âèäå ïðîñòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñóììû äâóõ ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà ñóììó äâóõ ïîëíûõ ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé 2F1.Îáîáùåíèå �îðìóë �îðäîíà íà ñëó÷àé äâóõ�î�òîííûõ ïðîöåññîâ îêàçàëîñü âîçìîæíûì ñ èñïîëü�47



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001çîâàíèåì ý��åêòèâíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà, îñíîâàííî�ãî íà íîâîì ïðåäñòàâëåíèè (îáîáùåííîå øòóðìîâ�ñêîå ðàçëîæåíèå) ðàäèàëüíîé ÊÔ� gl(E; r; r0) â âèäåäâîéíîãî ðÿäà ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà (èëè �óíêöè�ÿì Øòóðìà Snl(x) (8) êóëîíîâñêîé çàäà÷è), êîòîðîåñîäåðæèò äâà ïðîèçâîëüíûõ (ñâîáîäíûõ) ïàðàìåòðà�; �0:gl(E; r; r0) = 1Xk;k0=0 glkk0 (�;�; �0)�� Skl�2r� � Sk0l�2r0�0 �: (6)Ïðèíöèïèàëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, ïðèäàþùèìçíà÷èòåëüíóþ ãèáêîñòü â èñïîëüçîâàíèè îáîá�ùåííîãî øòóðìîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõïðèëîæåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèçîâàííàÿ çàâèñè�ìîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà (6) îò r, r0 è ýíåðãåòè÷åñêîãîïàðàìåòðà � = 1=p�2E � i0. Âñÿ çàâèñèìîñòüîò ýíåðãèè E ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå glkk0 (�;�; �0),êîòîðîå íå çàâèñèò îò ðàäèàëüíûõ ïåðåìåííûõè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíê�öèè. �àöèîíàëüíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ � è �0 âñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöè�èêîé êîíêðåòíîé çàäà÷è (íà�ïðèìåð, � = n, �0 = n0 ïðè àíàëèçå äâóõ�îòîííûõñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ ïåðåõîäîâ) ïîçâîëÿåò â ðÿäåñëó÷àåâ êàðäèíàëüíî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ðàñ÷åòàìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ gl(E; r; r0), â ÷àñòíîñòè,ïðåäñòàâèòü äâóõ�îòîííûå �îðìóëû �îðäîíà âîïèñàííîì âûøå çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå÷åðåç ÷åòûðå �óíêöèè glkk0 ñ ðàçëè÷íûìè k; k0. Òà�êèì îáðàçîì, àìïëèòóäû äâóõ�îòîííûõ ïðîöåññîâêàê áû ñîäåðæàòñÿ óæå â ñàìîì ïðåäñòàâëåíèè (6)äëÿ gl(E; r; r0). Ñóùåñòâåííî, ÷òî ðàçëîæåíèå (6)ñïðàâåäëèâî è ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàl = 
. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâóõïàðàìåòðè�÷åñêîå ðàçëîæåíèå è äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÊÔ� âçàïèñè ÷åðåç �óíêöèè Øòóðìà êâàäðèðîâàííîãîóðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì.Äëÿ öåëûõ l è �0 = � ðàçëîæåíèå (6) ïåðåõîäèòâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè�ðèíà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé êóëîíîâñêîé çàäà÷è,ïîëó÷åííîå ðàíåå â ðàáîòå [25℄ (ñì. òàêæå [10℄).Íèæå â ðàçä. 2 èçëîæåí âûâîä ðàçëîæåíèÿ (6)è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà íîâîãî ïðåäñòàâ�ëåíèÿ ÊÔ�. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî äâóõïàðàìåò�ðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÊÔ� GE(p;p0) â èìïóëüñ�íîì ïðîñòðàíñòâå, îáîáùàþùåå èçâåñòíûé ðåçóëü�òàò Øâèíãåðà, à òàêæå ðàçëîæåíèå GE(r; r0) íà ¾ðå�çîíàíñíóþ¿ (ñîäåðæàùóþ ïîëþñû ïðè E = En)è ¾ïîòåíöèàëüíóþ¿ (ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò ýíåðãèèè âåùåñòâåííóþ ïðè âåùåñòâåííûõ E) ÷àñòè. Â

ðàçä. 3 è 4 ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ (6) ïîëó÷å�íû äâóõ�îòîííûå �îðìóëû �îðäîíà äëÿ àìïëèòóäíåóïðóãèõ ñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ (ðàçä. 3) è ñâÿçàí�íî-ñâîáîäíûõ (ðàçä. 4) ïåðåõîäîâ. Â ðàçä. 5 äåòàëüíîïðîàíàëèçèðîâàí ñëó÷àé n0 = n: âû÷èñëåíû ýëåìåí�òû øòàðêîâñêîé ìàòðèöû óðîâíÿ ñ ïðîèçâîëüíûì nè ïîëó÷åíû ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ ñêàëÿðíîé, âåê�òîðíîé è òåíçîðíîé ïîëÿðèçóåìîñòåé, íàèáîëåå åñòå�ñòâåííî îáîáùàþùèå (5), à òàêæå ïðîâåäåíî èññëå�äîâàíèå ðèäáåðãîâñêèõ è ïðèïîðîãîâûõ àñèìïòîòèêïîëÿðèçóåìîñòåé.�ÿä ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû êðàòêî èçëî�æåí â çàìåòêå [26℄.2. ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ØÒÓ�ÌÎÂÑÊÎÅ�ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÊÔ�Íàëè÷èå óäîáíîãî, ïîäõîäÿùåãî äëÿ äàííîé çà�äà÷è ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà ÷àñòî ÿâëÿåòñÿãëàâíûì óñëîâèåì óñïåøíîãî ïðîâåäåíèÿ àíàëèòè�÷åñêèõ èëè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîýòîìó ñ ñåðåäèíû60-õ ãîäîâ, êîãäà íà÷àëèñü èíòåíñèâíûå èññëåäîâà�íèÿ âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà àòîìû, ïîíàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òà�êèõ ïðåäñòàâëåíèé. Íèæå ìû êðàòêî îñòàíîâèìñÿëèøü íà äâóõ èç íèõ (ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ðàç�ëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ÊÔ�, âêëþ÷àÿ ðåëÿòèâèñò�ñêèé ñëó÷àé, è îñîáåííîñòåé èõ èñïîëüçîâàíèÿ ìîæ�íî íàéòè, íàïðèìåð, â [27�29℄).Íàèáîëåå ïîïóëÿðíî â ìíîãî�îòîííûõ ðàñ÷åòàõðàçëîæåíèå gl(E; r; r0) ïî �óíêöèÿì Øòóðìà êóëî�íîâñêîé çàäà÷è [30℄:gl(E; r; r0) = � 1Xk=0 k!Skl(2r=�)Skl(2r0=�)�(k + 2l + 2)(k + l + 1� �) ; (7)ãäåSkl(2r=�) = 2� (2r=�)l exp(�r=�)L2l+1k (2r=�); (8)L�n � îáîáùåííûé ïîëèíîì Ëàãåððà [31℄, � == (�2E � i0)�1=2, � = Z�. Øòóðìîâñêîå ðàçëîæå�íèå ïîëåçíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íîîñîáåííî øèðîêîå ïðèìåíåíèå îíî íàøëî ïðè ïðîâå�äåíèè ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàäèàëüíûõ ñî�ñòàâíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ M (N)fi âûñøèõ ïîðÿä�êîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòûïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êðàòíûõ ðÿäîâ ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå áûñòðî ñõîäÿòñÿ ïðèïîäïîðîãîâûõ (E < 0) çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ïðîìåæó�òî÷íûõ ñîñòîÿíèé (�óíêöèé �ðèíà (3), (4)). Ïðèíàäïîðîãîâûõ ýíåðãèÿõ ðÿäû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ ñòàíîâÿòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ, ïîñêîëüêó ðÿä48



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :â (7) ðàñõîäèòñÿ ïðè E > 0 (ïðè ìíèìûõ �). Îä�íàêî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè (7) ìîæ�íî ðàñïðîñòðàíèòü òåõíèêó ðàñ÷åòîâ ñî øòóðìîâñêè�ìè �óíêöèÿìè è íà ýòîò êëàññ çàäà÷ [32℄. Äðóãîéñïîñîá ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ ïðè íàäïîðîãîâîé ýíåðãèè ñîñòîèò â ïðèìåíåíèèìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå [33℄ (ñì. òàêæå [34℄).Øòóðìîâñêîå ðàçëîæåíèå ðàäèàëüíîé ÊÔ� (ïðè ñî�îòâåòñòâóþùåé ìîäè�èêàöèè óãëîâîé ÷àñòè â (4))óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ è â ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòàõ.×òîáû ïîëó÷èòü èç (7) (èëè èç (6)) �óíêöèþ �ðèíàêâàäðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà g
(E; r; r0) [35℄,ñëåäóåò çàìåíèòü l! 
 è ïîëîæèòü� = �p1� �2 ; � = Em
2 ; � = e2~
 ;� = �Z�; 
 =s�j + 12�2 � (�Z)2 + s� 12 ;s = �1 ïðè j = l� 12(ãäå j è l � ñîîòâåòñòâåííî ïîëíûé è îðáèòàëü�íûé ìîìåíòû ýëåêòðîíà). Ôóíêöèÿ �ðèíà (7) ñíåöåëûì ïàðàìåòðîì l âîçíèêàåò òàêæå ïðè ðàñ�÷åòàõ ñ ìîäåëüíûì ïîòåíöèàëîì Ôüþñà (êóëîíîâ�ñêèé ïîòåíöèàë ñ äîáàâî÷íûì öåíòðîáåæíûì ÷ëå�íîì / r�2 [28℄).Íàðÿäó ñ (4), (7) â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçó�þòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÊÔ� â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí�ñòâå. Íàèáîëåå èçâåñòíî ðàçëîæåíèå GE(p;p0) ñE < 0 ïî äèñêðåòíîìó áàçèñó ÷åòûðåõìåðíûõ ñ�å�ðè÷åñêèõ �óíêöèé Yklm(�); îïðåäåëåííûõ íà åäè�íè÷íîé ãèïåðñ�åðå S (¾ñ�åðå Ôîêà¿) â R(4) [36℄:GE(p;p0) = 16�5[(1 + �2p2)(1 + �2p02)℄2 ��Xlm 1Xk=l+1 Yklm(�) Y �klm(�0)1� �=k ; (9)ãäå � � åäèíè÷íûé âåêòîð â R(4):� = f
os'; sin'p̂g; 
os' = 1� �2p21 + �2p2 :Îðòîíîðìèðîâàííûå íà ñ�åðå S ãàðìîíèêè Ynlm(�)èìåþò âèäYnlm(�) = 2l+1l! �n(n� l � 1)!(n+ l)! 2� �1=2 �� (sin')lCl+1n�l�1(
os')Ylm(p̂); (10)

ãäå Cl+1m (
os') � ïîëèíîì �åãåíáàóýðà [31℄. Íåòðóä�íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ èì�ïóëüñíûì àíàëîãîì ðàçëîæåíèé (4), (7) â êîîðäè�íàòíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïðèìåð, [27℄). Èç (9)ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ�ëåíèå ÊÔ� [36, 37℄, êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âðàñ÷åòàõ. Ìíîãîëåòíÿÿ ïðàêòèêà ïîêàçàëà ïðèìåð�íî îäèíàêîâóþ ý��åêòèâíîñòü êîîðäèíàòíûõ è èì�ïóëüñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÊÔ�: èñïîëüçîâàíèå òîãîèëè èíîãî èç íèõ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèâîäèòê ðàâíîöåííûì ïî ñëîæíîñòè (èëè ïðîñòî ñîâïàäà�þùèì) ðåçóëüòàòàì.2.1. Âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà glkk0Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðàçëîæå�íèÿ (6) äëÿ gl(E; r; r0) ïî îáîáùåííûì øòóðìîâñêèì�óíêöèÿì ñ àðãóìåíòàìè, ñîäåðæàùèìè âìåñòîýíåðãåòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû�, �0, êîòîðûå ìîãóò âûáèðàòüñÿ ïîäõîäÿùèìîáðàçîì â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å. Çàìåòèì, ÷òîèäåÿ ââåäåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà â ÊÔ� óñïåø�íî ïðèìåíÿëàñü ðàíåå. Â [32℄ ñïåöèàëüíàÿ �îðìàîäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî øòóðìîâñêîãî ðàçëîæåíèÿgl(E; r; r0) áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãîïðîäîëæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îáëàñòüíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (E > 0 â íåðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå è jEj > m
2 â ðåëÿòèâèñòñêîì). Â [25℄áûëî ïîëó÷åíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèåglkk0 (�;�; �) äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ (ñì.íèæå ñîîòíîøåíèå (17)) íà îñíîâå àëüòåðíàòèâíîéòåõíèêè òðåõ÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèéäëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû êóëîíîâñêîãî ãàìèëüòîíè�àíà íà êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîì (L2-) áàçèñåSkl(2r=�). Âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü ýòîãî ðàçëî�æåíèÿ äëÿ àíàëèçà äâóõ�îòîííûõ ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ ìåæäó îäèíàêîâûìè âîäîðîäîïîäîáíûìèñîñòîÿíèÿìè áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â [10℄.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿäðà glkk0 ïðåäñòàâëåíèÿ (6)èñïîëüçóåì �îðìàëüíîå ïåðåðàçëîæåíèå øòóðìîâ�ñêèõ �óíêöèé â (7) â ðÿä ïî ïîëíîé ñèñòåìå ýòèõæå �óíêöèé ñ äðóãèì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà, ñîäåð�æàùèì ñâîáîäíûé ïàðàìåòð �:Skl�2r� � = 1Xn=0 
nk(�) Snl�2r� � : (11)Èñïîëüçóÿ ïîëíîòó �óíêöèé Snl(2r=�) è èçâåñòíûéèíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà, êîý���èöèåíòû 
nk ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè�4 ÆÝÒÔ, âûï. 1 49



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001÷åñêóþ �óíêöèþ ñ öåëûìè îòðèöàòåëüíûìè âåðõíè�ìè ïàðàìåòðàìè (ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì):
nk(�) = (�1)k (2l + 2)kk! � 4��(� + �)2�l+1 ����� ��+ ��n+k2F1(�n;�k; 2l+ 2; z) :Çäåñü è íèæå ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìèz = � 4��(�� �)2 ; z0 = � 4�0�(�0 � �)2 : (12)Èñïîëüçóÿ äëÿ Skl(2r=�) è Skl(2r0=�) â (7) ðàç�ëîæåíèå (11) ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè �, �0 èêîý��èöèåíòàìè 
nk(�), 
n0k(�0), ïðèõîäèì ê ñëåäó�þùåìó òîæäåñòâó:glnn0(�;�; �0) = f(�; �0) 1Xk=0 [(2l+ 2)k �� 2F1(�n;�k; 2l+2; z) 2F1(�n0;�k; 2l+2; z0)℄�hk!(k + l + 1� �)[(1� z)(1� z0)℄k=2i�1 ; (13)ãäå ìíîæèòåëü f èìååò âèäf(�; �0) = � (4�p��0)2l+2�(2l + 2) (�� �)n(� + �)n+2l+2 �� (�0 � �)n0(�0 + �)n0+2l+2 :Ïðåäñòàâèâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñ ïàðà�ìåòðîì �n â (13) â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå [5℄,2F1(�n;�k; 2l+ 2; z) = (1� z)k+n+2l+2(2l + 2)nz2l+1 �� dndzn �zn+2l+1(1� z)�k�2l�2� ; (14)è èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíîå òîæäåñòâî(k + l + 1� �)�1 = 1Z0 dt tk+l�� ;ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ðÿä (13) ñ ïîìîùüþ ïðîèç�âîäÿùåé �óíêöèè [5℄ äëÿ 2F1(�n0;�k; 2l+ 2; z0): Âðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìglnn0(�;�; �0) = f(�; �0) dndzn�'n(z)In0(z)�����z0=z;ãäå 'n(z) = [z(1� z0)℄n(2l+ 2)n � zz0�2l+1�1� z01� z �l+1+� ;

In0(z) = (1�z0)=(1�z)Z0 dt tl��(1� yt)n0(1� y0t)n0+2l+2 ;y =r 1� z01� z0 ; y0 = 1p(1� z0)(1� z0) : (15)Äè��åðåíöèðîâàíèå 'n(z) ñíîâà ïðèâîäèò ê ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîëèíîìódn�pdzn�p'n(z)����z0=z = [z(1� z)℄p(2l + 2)p �� 2F1(�n+ p; l + 1� � + p; 2l + 2 + p; z):Èíòåãðàë In0(z) ïðè z0 = z äàåò �óíêöèþ ÀïïåëÿF1 [5℄:In0 � In0(z)��z0=z = 1l + 1� � �� F1(l + 1� �;�n0; n0 + 2l+ 2; l+ 2� �; y; y0): (16)Èç (15) î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñîâïàäàþùèõ ñâîáîäíûõïàðàìåòðàõ �0 = � âñå ïðîèçâîäíûå In0(z) ïî z ïî�ðÿäêà íå âûøå n0 èñ÷åçàþò, åñëè ïîëîæèòü z0 = z.Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ïðè �0 = � â (16) àðãó�ìåíò y = 1, òàê ÷òî �óíêöèÿ Àïïåëÿ â In0 ïåðå�õîäèò â 2F1, è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ n< = minfn; n0g,n> = maxfn; n0g, ìîæåì çàïèñàòü glnn0(�;�; �) â ñëå�äóþùåì âèäåglnn0(�;�; �) = ��(2l+ 2) ��� ��+ ��n< ��2F1(�n<; l+1��; 2l+ 2; z)��2 � �24�� �n> ��n>! 2F1(n>+1; n>+2l+2;n>+l+2��; z�1)(l+1��)n>+1 : (17)Ïðè �0 6= � ïðîèçâîäíûå îò In0(z) óäàåòñÿ âû÷èñ�ëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ�óíêöèé Àïïåëÿ F1 [38℄. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàòèìååò âèäglnn0(�;�; �0) = f(�; �0) � 2F1(�n; l+1��; 2l+2; z)l + 1� � �� F1(l + 1� �;�n0; n0 + 2l+ 2; l+ 2� �; y; y0) ++ nXp=1Cpn(�z)p [2F1(�n+p; l+1��+p; 2l+2+p; z)℄�� f(2l+2)pg�1�l;n0p � : (18)50



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :Çäåñü�l;n0p = � (l + 2 + � � p)p�1(1� y)n0(1� y0)n0+2l+2 �� F1(�p+ 1;�n0; n0 + 2l + 2;l+ 2 + � � p; 1=(1� y); 1=(1� y0));y = �� ��+ � �0 + ��0 � � ; y0 = �� ��+ � �0 � ��0 + � ;Cpn � áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò. Ôóíêöèÿ Àïïå�ëÿ â �l;n0p åñòü êîíå÷íûé ïîëèíîì ïî îáîèì àðãóìåí�òàì. Ñëåäîâàòåëüíî, (18) ñîäåðæèò äâå ñóùåñòâåí�íî ðàçëè÷àþùèåñÿ ãðóïïû ÷ëåíîâ: �óíêöèÿ Àïïå�ëÿ â ïåðâîì ÷ëåíå èìååò öåëûé îòðèöàòåëüíûé ïà�ðàìåòð �n0 è ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè(n0 + 1) íå ñâîäÿùèõñÿ ê ïîëèíîìàì ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêèõ �óíêöèé 2F1; ÷ëåíû ñ �l;n0p ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ïðîèçâåäåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâîäíîé ïåðåìåííîé (2F1) è äâóõ ïåðåìåííûõ (F1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè �0 = � (18) ïåðåõîäèòâ (17). Â èçëîæåííîì âûâîäå íå èñïîëüçîâàëàñü öå�ëî÷èñëåííîñòü ïàðàìåòðà l, ïîýòîìó, êàê îòìå÷àëîñüâûøå (ñì. òàêæå [26℄), âñå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâûè äëÿ ðàäèàëüíîé ÊÔ� êâàäðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿÄèðàêà ñ íåöåëûì l = 
. Ïðè öåëûõ l âûðàæåíèå(17) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [25℄.Îòìåòèì, ÷òî âûâîä âûðàæåíèé äëÿ glkk0 (�;�; �0)ìîæíî ïðîâåñòè, ïðåîáðàçóÿ â (13) âòîðóþ, à íå ïåð�âóþ �óíêöèþ 2F1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ glkk0 (�;�; �0)ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò èç (18) ïðèçàìåíå (k; �)
 (k0; �0). Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâó�åò óñëîâèþ ñèììåòðèèglkk0 (�;�; �0) = glk0k(�;�0; �); (19)êîòîðîå î÷åâèäíî óæå èç èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ (6).Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèå ñèììåòðèè (19) èÿâíîå âûðàæåíèå (18) äëÿ glkk0 (�;�; �0) îïðåäåëÿ�þò íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå áèëè�íåéíûå �îðìû, êîòîðûå ñîäåðæàò �óíêöèè 2F1 èF1 (ñì. (A.1) â Ïðèëîæåíèè A). Óêàçàííîå òîæäå�ñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàññ÷èòàííûõ ñ �óíêöèåé (6)(ñì. íèæå ðàçä. 5.1).2.2. �àçëîæåíèå ÊÔ� íà ðåçîíàíñíóþ èïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòèÏîëó÷åííûå âûøå äâîéíûå ðÿäû äëÿ gl(E; r; r0)èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñîñòàíäàðòíûì øòóðìîâñêèì ðàçëîæåíèåì (7), ïîýòî�ìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ïðîâåðèòü âûïîëíå�

íèå äëÿ íèõ îáùèõ ñâîéñòâ �óíêöèè �ðèíà. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, �îðìóëû (6), (17), (18) ïîçâîëÿþòïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, ðàçëîæå�íèå gl(E; r; r0) íà ðåçîíàíñíóþ (ñîäåðæàùóþ ïîëþñûïðè E = En) è ïîòåíöèàëüíóþ (ãëàäêî çàâèñÿùóþîò E) ÷àñòè:gl(E; r; r0) = gresl (E; r; r0) + gpotl (E; r; r0) : (20)Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå �0 = � ÿäðà øòóðìîâ�ñêîãî ðàçëîæåíèÿ (6) äëÿ gresl (E; r; r0) è gpotl (E; r; r0)èìåþò âèä (ñì. Ïðèëîæåíèå A):gl;reskk0 (�;�) = 1�(2l + 2) �l + 1� � ��� ��+ ��k+k0 �� 2F1(1; 2l+ 2; l + 2� �; z�1)�� 2F1(�k; l+ 1� �; 2l + 2; z)�� 2F1(�k0; l + 1� �; 2l+ 2; z); (21)gl;potkk0 (�;�) = ���(2l+ 2) ��� ��+ ��k+k0 ��2F1(�k<; l+1��; 2l+2; z) k>Xp=1 Cpk>(�z)p(��l)p�1(k>+2l+2�p)p �� 2F1(�k> + p; l+ 1� �; 2l + 2; z)�� 2F1(�p+ 1; 2l+ 2� p; l+ 2� � � p; z�1): (22)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî gl;potkk0 åñòü ãëàäêàÿ �óíê�öèÿ ýíåðãèè E (ïàðàìåòðà �), â òî âðåìÿ êàê gl;reskk0èìååò ïîëþñû ïðè l + 1 � � = �nr = 0;�1;�2; : : : ,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåçîíàíñàì íà óðîâíÿõ äèñ�êðåòíîãî ñïåêòðà ñ E = En.�åçîíàíñíûé ÷ëåí (21) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûìè �àêòîðèçîâàííûì ïî k; k0, ïîýòîìó äâîéíàÿ ñóì�ìà â âûðàæåíèè òèïà (6) äëÿ gresl âû÷èñëÿåòñÿ â çà�ìêíóòîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (A.7)Ïðèëîæåíèÿ A:gresl (�; r; r0) = 1(2l+1)! �l+1�� ��2��24�� �2l+2���� + �� � ��2� 2F1(1; 2l+ 2; l+ 2� �; z�1)�� 1rr0M�;l+1=2(2r=�)M�;l+1=2(2r0=�): (23)Óñòðåìèâ çäåñü � ! l+1+nr, ãäå nr = 0; 1; : : : , ìîæ�íî ïðîâåðèòü, ÷òî âû÷åòû â ïîëþñàõ ïðè E = Enðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé Rnl(r) è Rnl(r0).Èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ (22), íåïîñðåäñòâåííîéïðîâåðêîé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîì51 4*



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001� ïîòåíöèàëüíîå ñëàãàåìîå gpotl (E; r; r0) ÿâëÿåòñÿ âå�ùåñòâåííûì ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ E, îäíàêî ýòîîáñòîÿòåëüñòâî ïðîùå âûÿñíèòü, îñíîâûâàÿñü íà ðå�çóëüòàòàõ ðàáîòû [10℄. Çàïèøåì âûðàæåíèå (17) äëÿglkk0 (�;�; �) â îáîçíà÷åíèÿõ [25, 10℄:glkk0 (E;�; �) = 2�plk<(x; �)q+lk> (E;�)(1+2E�2)(k+1)2l+1(k0+1)2l+1 ; (24)ãäåplk(x; �) = (2l+ 2)kk! ��� ��+ ��k �� 2F1(�k; l + 1� �; 2l+ 2; z); (25)q+lk (E;�) = �2 �(k + 2l+ 2)(l+ 1� �)k+1 ��2 � �24�� �k+1 �� 2F1(k + 1; k + 2l + 2; k + l + 2� �; z�1): (26)Ââåäåííûå âûøå �óíêöèè plk, ïðîïîðöèîíàëüíûå ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìàì 2F1 k-ãî ïîðÿäêà ïîñòåïåíÿì z, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàêæå ïîëèíîìûk-ãî ïîðÿäêà ïî ñòåïåíÿìx = 2E�2 � 12E�2 + 1(ïîëèíîìû Ïîëëà÷åêà [31℄). Ýòè ïîëèíîìû óäî�âëåòâîðÿþò òðåõ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå�íèþ(k + 1)plk+1 � 2 ((k + l + 1� �Z)x+ �Z) plk ++ (k + 2l + 1)plk�1 = 0 (27)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèpl0 = 1; pl�1 = 0è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ íåêëàññè÷å�ñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ [31℄. Ôóíêöèè q+lkíàçâàíû â [25℄ �óíêöèÿìè Ïîëëà÷åêà è ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé âòîðîå, ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå îò plk, ðåøå�íèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (27). Îòìåòèì, ÷òî,êàê ñëåäóåò èç (26), q+l�1 = �2(2l)!, à ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêàÿ �óíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â (23), ïðîïîðöèîíàëü�íà q+l0 . Ìû èñïîëüçóåì çäåñü ïîëèíîìû è �óíêöèèÏîëëà÷åêà êàê óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷åðåç êîòîðûåìîæíî â êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàòü �óíêöèþ �ðè�íà ïðè �0 = �. Ïðè ðåøåíèè êóëîíîâñêîé çàäà÷èïóòåì ââåäåíèÿ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîãî áàçè�ñà Skl(2r=�) ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (27) ÿâëÿåò�ñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è �óíêöèÿ �ðè�íà áûëà ïîñòðîåíà ÷åðåç äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ

ðåøåíèÿ (27) [25℄ (ñì. òàêæå [39℄). Â îáîçíà÷åíèÿõplk; q+lk ñîîòíîøåíèå (A.6) èç Ïðèëîæåíèÿ A ìîæåòáûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå [10℄:q+lk (E;�) = qlk(x; �) + plk(x; �)q+l0 (E;�): (28)Ââåäåííûå çäåñü �óíêöèè qlk(x; �) óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèþ (27) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ql0 = 0,ql�1 = �2(2l)! (êîòîðûå î÷åâèäíû èç íà÷àëüíûõ óñëî�âèé äëÿ q+lk è plk) è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ ïîëè�íîìàìè ïî x. Õîòÿ ýòîò �àêò è áûë óñòàíîâëåí â ðà�áîòå [10℄, ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ qlk(x; �)íå áûëî ïîëó÷åíî. Ôîðìóëà (A.6) ïîçâîëÿåò íàéòèçàìêíóòîå (õîòÿ è äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå) âûðàæå�íèå äëÿ qlk â âèäå áèëèíåéíîé ñóììû ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.Èìåÿ â âèäó ïðèëîæåíèÿ �óíêöèé �ðèíà â �îð�ìå (18) èëè (17), (24) ê âû÷èñëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâ, ïîëîæèì ñâîáîä�íûé ïàðàìåòð � = n=Z è çàïèøåì ýíåðãåòè÷åñêèéïàðàìåòð �óíêöèè �ðèíà â âèäå E = En � !. Òî�ãäà x = 1 � 2=~!, ãäå ~! = 2Z�2n2! � áåçðàçìåðíàÿ÷àñòîòà, èçìåðÿåìàÿ â åäèíèöàõ ïîòåíöèàëà èîíèçà�öèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñîñòîÿíèÿ jnli. Òåïåðü èç (27)ëåãêî âèäåòü, ÷òî plk è qlk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåùå�ñòâåííûå ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì 1=~!. Òàêèì îáðà�çîì, ìû óáåæäàåìñÿ â âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëü�íîãî ñëàãàåìîãî (22) â �óíêöèè �ðèíà, êîòîðîå ïðî�ïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ plk(x; �)qlk(x; �), è êîí�êðåòèçèðóåì ÷àñòîòíóþ çàâèñèìîñòü óêàçàííûõ ïî�ëèíîìîâ.�åçîíàíñíûå ñëàãàåìûå (21), (23) êîìïëåêñíûïðè E > 0, è â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè�óíêöèè �ðèíà ïðè ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåIm gresl (E > 0; r; r0) = Im gl(E > 0; r; r0) == i� REl(r)REl(r0); (29)ãäå REl(r) � íîðìèðîâàííûå íà ýíåðãèþ âîëíîâûå�óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà:REl(r) = il+1(2l + 1)! CEl2p 1rMia;l+1=2(�2ipr);CEl =r2p� e�a=2j�(l + 1 + ia)j ; (30)a = Z=p, p = p2E. Â ñïðàâåäëèâîñòè (29) ìîæíîóáåäèòüñÿ, íåïîñðåäñòâåííî âûäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòügresl â (23). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè âåùå�ñòâåííûõ � ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé Óèòòåêåðà ÿâëÿ�åòñÿ âåùåñòâåííûì, à ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíûõ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå�íèÿ (A.8) Ïðèëîæåíèÿ A.52



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òðåõìåðíàÿ ÊÔ� (4)òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ðåçî�íàíñíîãî è ïîòåíöèàëüíîãî ñëàãàåìûõ:G(E; r; r0) = Gres(E; r; r0) +Gpot(E; r; r0); (31)ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ Gres è Gpot î÷åâèäíû èç (4),(6), (21), (22). �àçäåëåíèå �óíêöèé �ðèíà íà ðå�çîíàíñíóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòè óäîáíî â ðÿäåïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, â ñòîëêíîâèòåëüíûõ çàäà�÷àõ (ñì., íàïðèìåð, [40, 41℄). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëî�æåíèå ìåðîìîð�íîé �óíêöèè GE íà ñëîæíûì îá�ðàçîì çàâèñÿùèå îò ýíåðãèè ¾ïîëþñíóþ¿ è ¾ãëàä�êóþ¿ ÷àñòè íåîäíîçíà÷íî è (31) äàåò ëèøü îäíî èçòàêèõ ïðåäñòàâëåíèé (ñì. ïîäðîáíåå â [41, 42℄). Âû�ðàæåíèå äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòè ÊÔ� gl(E; r; r0) âçàïèñè ÷åðåç �óíêöèè Óèòòåêåðà, âõîäÿùèå â (23),áûëî ïîëó÷åíî â [40℄ (ñì. òàêæå [42℄) ñ èñïîëüçî�âàíèåì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ gl(E; r; r0) ÷å�ðåç �óíêöèè Óèòòåêåðà ñ àðãóìåíòàìè r>; r<, ãäår>(r<) = maxfr; r0g (minfr; r0g).2.3. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå èìïóëüñíîåïðåäñòàâëåíèå ÊÔ�Ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû ìîæíî ââåñòè è â èìïóëüñ�íîå ïðåäñòàâëåíèå ÊÔ� â �îðìå (9). Ïðîñòåéøèéñïîñîá ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå(ïî ïåðåìåííûì r è r0) âûðàæåíèÿ (4) ñ èñïîëüçîâà�íèåì ðàçëîæåíèÿ (6) äëÿ gl(E; r; r0). Âû÷èñëÿÿ èí�òåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìà Ëàãåððà L�n(x) èñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè Áåññåëÿ jl(pr) (âîçíèêàþùèéïðè ïðåîáðàçîâàíèèÔóðüå) 
 èñïîëüçîâàíèåì ïðîèç�âîäÿùèõ �óíêöèé äëÿ L�n(x) è ïîëèíîìîâ �åãåíáàó�ýðà C�k (
os'), à òàêæå ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (10)ãèïåðñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêè Ynlm, ïîëó÷àåìGE(p;p0) =Xlm 1Xk;k0=l+1Glkk0 (�;�; �0)�� Yklm(�) Y �k0lm(�0); (32)ãäå � = f
os'; sin' p̂g; 
os' = 1� �2p21 + �2p2 ;à �0 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ÷åðåç p0; �0.ßäðî ðàçëîæåíèÿ (32) èìååò âèä

Glkk0 (�;�; �0) = (�1)k+k0" 4��0(1+�2p2)(1+�02p02)#2��s k(k + l)!(k � l � 1)!s k0(k0 + l)!(k0 � l� 1)! �� glk�l�1;k0�l�1(�;�; �0); (33)ãäå glnn0(�;�; �0) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (17)èëè (18). Ïðè �0 = � = � (32) ïåðåõîäèò â (9).3. ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ ÍÅÓÏ�Ó�ÈÕÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÍåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìèäèñêðåòíîãî ñïåêòðà jnli è jn0l0i ñ n0 6= n âîçíè�êàåò êàê ïðè èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ äâóõ�îòîí�íûõ ïðîöåññîâ (êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòààòîìîì, äâóõ�îòîííîãî âîçáóæäåíèÿ èëè ðàñïàäààòîìíûõ ñîñòîÿíèé), òàê è â ñëó÷àå ìíîãî�îòîííûõïåðåõîäîâ ïðè íàëè÷èè äâóõ�îòîííûõ ðåçîíàíñîâíà ïðîìåæóòî÷íûõ óðîâíÿõ (èîíèçàöèÿ, ãåíåðàöèÿâûñøèõ ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ). Â ÷àñòíî�ñòè, äâóõ�îòîííûé ðåçîíàíñ èãðàåò îïðåäåëÿþùóþðîëü â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãåíåðàöèè ñìåøàííûõ ÷àñ�òîò â ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøå�íèÿ â óñëîâèÿõ ñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòèãàçîâîé ñðåäû (ñì., íàïðèìåð, [43℄, à òàêæå ðàáî�òó [44℄ ïî ðåçîíàíñíîé ãåíåðàöèè ÓÔ èçëó÷åíèÿ âñõåìå E1s + ! + ! + !0 = Enpíà ïåðåõîäàõ jnpi ! j1si ñ n = 3�8 â àòîìàðíîìâîäîðîäå).Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, â àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ�÷åòàõ äâóõ�îòîííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàèáî�ëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿýëåêòðîíà ñ ïîëåì â ¾�îðìå ñêîðîñòè¿:V = i
A � r+ 12
2A2;ãäå A � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âîëíû ñ ýëåê�òðè÷åñêèì âåêòîðîìF(r; t) = FRe fe exp(�i!t+ ik � r)g ;jkj = !=
; e � k = 0; e � e� = 1: (34)Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè ñëàãàåìîå ñ A2 íå äàåòâêëàäà â àìïëèòóäû íåóïðóãèõ ïåðåõîäîâ, êîòîðûå53



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì âû�ðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàäèàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûâèäàMLll0(n; n0; E) = hn0l0j D̂(l0; L)gL(E)D̂(L; l) jnli ; (35)ãäå D̂(l1; l2) = dd r + sgn(l2 � l1)max(l1; l2) + 1r :Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåóïðóãèõ ïåðåõîäîâ ìàòðè÷�íûå ýëåìåíòû â �îðìå ¾ñêîðîñòè¿ (35) ñâÿçàíû ñìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè â �îðìå ¾äëèíû¿ (2) ïðî�ñòûì ñîîòíîøåíèåìhn0l0j D̂(l0; L)gL(E)D̂(L; l) jnli == (En0 �E)(E �En) hn0l0j rgL(E)r jnli(ñð. íèæå ñ �îðìóëîé (55) äëÿ óïðóãèõ ïåðåõîäîâ),êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîí�íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè èìïóëüñà èêîîðäèíàòû.Èñïîëüçóÿ äëÿ gL ðàçëîæåíèå (6), äëÿMLll0(n; n0; E) ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå àíà�ëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõn; n0. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðåçóëüòàò äåéñòâèÿîïåðàòîðîâ íà âîëíîâûå �óíêöèè â (35) â âèäåD̂(l + 1; l)Rnl(r) = 2Z5=2n3[(d)2l+1℄1=2 �le��=2�� �L2l+3d�3 (�)� L2l+3d�1 (�)� ;D̂(l + 1; l+ 2)Rnl+2(r) = (36)= 2Z5=2n3[(d� 3)2l+5℄1=2 �le��=2 �� �(s+ 1)(s+ 2)L2l+3d�3 (�)�� (d� 1)(d� 2)L2l+3d�1 (�)� ;ãäå d = n� l; s = n+ l; � = 2Zr=n;Rnl(r) = 2Z3=2n�2[(d)2l+1℄�1=2�le��=2L2l+1d�1 (�)� ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ jnli, èâûáåðåì çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â (6) ñëå�äóþùèì îáðàçîì:� = n=Z; �0 = n0=Z: (37)Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèå ïî r; r0 â (35) ñâîäèòñÿê íåïîñðåäñòâåííîìó èñïîëüçîâàíèþ óñëîâèÿ îðòî�ãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëàãåððà1Z0 e����L�n(�)L�m(�) d� = �(� + n+ 1)n! Æmn; (38)

ñóììû â ðàçëîæåíèè (6) ñòàíîâÿòñÿ êîíå÷íû�ìè è MLll0(n; n0; E) âûðàæàþòñÿ â âèäå ïðî�ñòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷åòûðåõ âåëè÷èígLkk0 = gLkk0 (�;n=Z; n0=Z):Ml+1ll (n; n0; E) = �Z [(d)2l+1(d0)2l+1℄1=24nn0 �� �(d� 1)(d� 2)(d0 � 1)(d0 � 2)gl+1d�3;d0�3�� (s+ 1)(s+ 2)(d0 � 1)(d0 � 2)gl+1d�1;d0�3 �� (d� 1)(d� 2)(s0 + 1)(s0 + 2)gl+1d�3;d0�1 ++ (s+ 1)(s+ 2)(s0 + 1)(s0 + 2)gl+1d�1;d0�1� ; (39)Ml�1l l (n; n0; E) = �Z [(d)2l+1(d0)2l+1℄1=24nn0 ���gl�1d�1;d0�1�gl�1d+1;d0�1�gl�1d�1;d0+1+gl+1d+1;d0+1� ; (40)Ml+1ll+2(n; n0; E) = �Z [(d)2l+1(d0 � 2)2l+5℄1=24nn0 ���(d�1)(d�2)gl+1d�3;d0�3�(s+1)(s+2)gl+1d�1;d0�3��(d�1)(d�2)gl+1d�3;d0�1+ (s+1)(s+2)gl�1d�1;d0�1� : (41)Âûøå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçíîñòè è ñóììûn0 è l: d0 = n0 � l; s0 = n0 + l:Åùå îäèí ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ðàçðåøåííûé äè�ïîëüíûìè ïðàâèëàìè îòáîðà, ïîëó÷àåòñÿ èç (41) çà�ìåíîé èíäåêñîâ:Ml�1ll�2(n; n0; E) = Ml+1ll+2(n0; n; E)����l!l�2: (42)Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû èìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òèïàMm;m0 = hn0l0j rm0gL(E)rm jnli ;êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðàäèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â �îðìå ¾äëèíû¿(m;m0 = 1), à òàêæå ïðè ó÷åòå êâàäðóïîëüíûõ èò. ä. ÷ëåíîâ (m;m0 � 2) âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîëåì.Ïðè âûáîðå ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñîãëàñíî (37)ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Mm;m0 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èí�òåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ñîäèíàêîâûìè àðãóìåíòàìè, ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëå�íèå êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèéñíîâà ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ óñëîâèÿ îðòîãîíàëü�íîñòè (38). Â ðåçóëüòàòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ54



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :Mm;m0 , êàê è âûøå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ �óíêöèé glkk0 . Îáðàòèìâíèìàíèå íà ñâîåîáðàçèå ðàñ÷åòîâ ñ îáîáùåííûìøòóðìîâñêèì ðàçëîæåíèåì: åñëè ñâîáîäíûå ïàðà�ìåòðû âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (37), òî âñÿýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü �óíêöèè �ðèíà (6) (àñëåäîâàòåëüíî, è ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ) ñîäåðæèòñÿ â �óíêöèÿõ glkk0 , êîòîðûåçàðàíåå èçâåñòíû è îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (18).Èíòåãðèðîâàíèå æå ïî ðàäèàëüíûì ïåðåìåííûìïîçâîëÿåò ëèøü îïðåäåëèòü çàâèñÿùèå îò êâàíòî�âûõ ÷èñåë n; l; n0; l0 ðàöèîíàëüíûå êîý��èöèåíòûïðè glkk0 â �îðìóëàõ òèïà (39)�(41).Ôîðìóëû (39)�(42) ÿâëÿþòñÿ äâóõ�îòîííûì àíà�ëîãîì �îðìóë �îðäîíà (1), ïîñêîëüêó äàþò òî÷íûåâûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõ�îòîí�íûõ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêèå �óíêöèè. Ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì äâóõ�îòîí�íûå �îðìóëû �îðäîíà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå îäíî�î�òîííûõ. Âî-ïåðâûõ, îíè óæå íå ñâîäÿòñÿ ê ïîëèíî�ìàì, à ñîäåðæàò �óíêöèþ Àïïåëÿ F1 ñ öåëûì îò�ðèöàòåëüíûì âåðõíèì ïàðàìåòðîì, êîòîðàÿ ýêâèâà�ëåíòíà êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêèõ �óíêöèé 2F1. Êðîìå òîãî, MLll0 âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíê�öèé è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Òåì íå ìå�íåå �îðìóëû (39)�(42) äàþò ìàêñèìàëüíî ïðîñòûåâûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ�îòîííûõ äèïîëüíûõ ìàòðè÷�íûõ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå [15℄ ìàòðè÷íûåýëåìåíòû òèïà (35) áûëè âûðàæåíû ÷åðåç ñïåöè�àëüíî ââåäåííûå äëÿ ýòîé çàäà÷è ãðîìîçäêèå �óíê�öèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà îò ÷åòûðåõ ïàðàìåò�ðîâ è òðåõ àðãóìåíòîâ, ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûå,÷åì (39)�(42).Îáùèå �îðìóëû çàìåòíî óïðîùàþòñÿ ïðè ìàê�ñèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà�÷àëüíîãî è/èëè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîìâ (39)�(42) âûïàäàþò ÷ëåíû, êîòîðûå ñîäåðæàò gLkk0ñ îòðèöàòåëüíûìè íèæíèìè èíäåêñàìè, ïîñêîëüêóìíîæèòåëè ïðè íèõ îáðàùàþòñÿ â íóëü (òî îáñòîÿ�òåëüñòâî, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íå ìîãóò âûðà�æàòüñÿ ÷åðåç gLkk0 ñ k; k0 < 0 î÷åâèäíî óæå èç èñõîä�íîãî ðàçëîæåíèÿ (6)). Îñîáåííî ïðîñò ñëó÷àé ïåðå�õîäîâ jn si ! jn0 si ñ n = 1; 2 è n0 > n. Ìàòðè÷íûåýëåìåíòû òàêèõ ïåðåõîäîâ ìîæíî çàïèñàòü åäèíîé�îðìóëîé:M100(n; n0; E) = 32 � nn0 �1=2 �� �(n0�1)(n0�2)g10;n0�3�(n0+1)(n0+2)g10;n0�1�+

+ Æn;2 213=2n05=2�23(�2 � 4)(n02 � 4)2 n0 � 2n0 + 2!n0 ; (43)ãäå n = 1 èëè 2. Ôóíêöèè gLkk0 ñ íóëåâûì èíäåêñîìk èëè k0 èìåþò äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûé âèä:g10k = �6(2� �) 16nn0�2(n+ �)2(n0 + �)2!2 n0 � �n0 + �!k �� F1(2� �;�k; k + 4; 3� �; y; y0);y = n� �n+ � n0 + �n0 � � ; y0 = n� �n+ � n0 � �n0 + � :Ïðè n = 1 ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (43) îòñóòñòâóåòè ðåçóëüòàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå �óíêöèè Àïïå�ëÿ F1. Àíàëîãè÷íîå (43) âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãîýëåìåíòà ïåðåõîäà j1si ! jndi èìååò âèäM102(1; n0; E) = 32(n0)�1=2(n02 � 1)1=2 �� (n02 � 4)1=2(g10;n0�3 � g10;n0�1):Äëÿ ïåðåõîäîâ j1si ! jnsi è j1si ! jndi ïðèâåäåí�íûå âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè [15℄ (�îð�ìóëû (34), (35)).×åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (35) âûðàæàåòñÿ ñå�÷åíèå ëþáîãî äâóõ�îòîííîãî ïåðåõîäà ìåæäó ñâÿ�çàííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Òàê, ñå÷åíèå êîìáèíàöèîííî�ãî ðàññåÿíèÿ ñ ïåðåõîäîì jn li ! jn0 l+ 2i ñîäåðæèòëèøü Ml+1l l+2(n; n0; E):d�nl;n0l+2d
k0 = �4 !0! (l + 1)(l + 2)10(2l+ 1)(2l + 3) ��jMl+1l l+2(n; n0; En+!)+Ml+1l l+2(n; n0; En�!0)j2���1 + je0 � ej2 � 23 je0 � e�j2� ; (44)ãäå � � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû, e è ! (e0 è!0) � ÷àñòîòà è âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî (ðàñ�ñåÿííîãî) �îòîíà.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìàò�ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ M l�1ll�2(n; n0; E), M l�1ll (n; n0; E),n0 > n, E = (En + En0)=2. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñðîñòîì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿóâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðè÷�íîãî ýëåìåíòà, ÷òî àíàëîãè÷íî èçâåñòíîìó ïðàâèëóÁåòå äëÿ îäíî�îòîííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.4. ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛ �Î�ÄÎÍÀÄËß ÑÂßÇÀÍÍÎ-ÑÂÎÁÎÄÍÛÕÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÎáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàñëó÷àé, êîãäà îäíî èç ñîñòîÿíèé ïðèíàäëåæèò íåïðå�55



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ M l�1ll�2(n; n0; E), M l�1ll (n; n0; E), E = (En +En0)=2n l n0 M l�1ll�2(n; n0) M l�1ll (n; n0) M l+1ll (n; n0) M l+1ll+2(n; n0)3 2 10 3:33409(�1) 7:26967(�1) 9:11768(�1) 5:65901(0)3 2 15 5:64955(�2) 8:70688(�2) 2:20482(�1) 8:40251(�1)3 2 20 2:66131(�2) 3:21271(�2) 1:20379(�1) 3:73535(�1)10 9 15 �2:30971(�2) �4:68375(�1) 5:97962(�2) �4:36418(0)10 9 20 �3:53832(�3) �1:14158(�1) 5:93551(�2) �5:75417(�1)10 9 25 6:64088(�3) 2:07508(�2) 1:06041(�1) 8:80864(�1)ðûâíîìó ñïåêòðó ñ ýíåðãèåé E, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüçàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäêîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ äîñòàòî÷íî æåñòêîãî �î�òîíà ÷àñòîòû ! ñ èîíèçàöèåé àòîìà è èñïóñêàíèåì�îòîíà ÷àñòîòû !0 = En + ! � E, à òàêæå äâóõ�î�òîííîé èîíèçàöèè ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè êâàí�òîâûìè ÷èñëàìè n, l. Èñïîëüçîâàííûé âûøå ñïî�ñîá ðàñ÷åòà àìïëèòóä ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìèäèñêðåòíîãî ñïåêòðà, îñíîâàííûé �àêòè÷åñêè íà ñî�îòíîøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåð�ðà, íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà ýòîò ñëó÷àé, ïî�ñêîëüêó äëÿ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íå ñó�ùåñòâóåò ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (38). Îäíàêî,êàê è ïðè îáîáùåíèè îäíî�îòîííûõ �îðìóë �îð�äîíà íà ñëó÷àé �îòîèîíèçàöèè èëè �îòîðåêîìáè�íàöèè, àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèÿ (39)�(41)ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ïî îäíîé èç ïåðå�ìåííûõ n; n0 íà îáëàñòü íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýíåð�ãèé. Òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòüMLl l0(n;E; E) == hRE l0 j D̂(l0; L)gL(E)D̂(L; l) jRn li (45)èç hn0 l0j D̂(l0; L)gL(E)D̂(L; l) jn li, íåîáõîäèìî ïðîèç�âåñòè çàìåíó n0 ! iZ=p, ãäå p = p2E, è ââåñòèäîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, ó÷èòûâàþùèé ðàçëè�÷èå â íîðìèðîâêå âîëíîâûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãîè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.Âûïèøåì çäåñü â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ âñå ÷åòû�ðå ðàäèàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòà, âîçíèêàþùèõïðè ðàñ÷åòå àìïëèòóäû ñâÿçàííî-ñâîáîäíîãî ïåðåõî�äà èç ñîñòîÿíèÿ jn; li:Ml+1l l (n;E; E) = �il+1aCEl [(d)2l+1℄1=28nZ1=2 �� h(d�1)(d�2)(l+1�ia)(l+2�ia)gl+1d�3;ia�l�3�

�(s+1)(s+2)(l+1�ia)(l+2�ia)gl+1d�1;ia�l�3��(d�1)(d�2)(l+1+ia)(l+2+ia)gl+1d�3;ia�l�1++ (s+1)(s+2)(l+1+ia)(l+2+ia)gl+1d�1;ia�l�1i ; (46)Ml�1l l (n;E; E) = �il+1aCEl [(d)2l+1℄1=28nZ1=2 �� hgl�1d�1;ia�l�1 � gl�1d+1;ia�l�1�� gl�1d�1;ia�l+1 + gl�1d+1;ia�l+1i ; (47)Ml+1l l+2(n;E; E) = �il+3aCEl+2 [(d)2l+1℄1=28nZ1=2 �� h(d� 1)(d� 2)gl+1d�3;ia�l�3�� (s+ 1)(s+ 2)gl+1d�1;ia�l�3 �� (d� 1)(d� 2)gl+1d�3;ia�l�1 ++ (s+ 1)(s+ 2)gl+1d�1;ia�l�1i ; (48)Ml�1l l�2(n;E; E) = �il�1aCEl�2 [(d)2l+1℄1=28nZ1=2 �� h(l � 1� ia)(l � ia)gl�1d�1;ia�l�1�� (l � 1� ia)(l � ia)gl�1d+1;ia�l�1 �� (l � 1 + ia)(l + ia)gl�1d�1;ia�l+1 ++ (l � 1 + ia)(l + ia)gl�1d+1;ia�l+1i ; (49)ãäå a = Z=p; CEl =r2p� e�a=2j�(l + 1� ia)j:Êàê âèäíî, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âûðàæàþòñÿ ÷å�ðåç ÿäðî glkk0 ðàçëîæåíèÿ (6), êîòîðîå äîëæíî áûòü56



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :âçÿòî ïðè êîìïëåêñíîì çíà÷åíèè âòîðîãî èíäåêñà,k0 = �, è ñëåäóþùèõ àðãóìåíòàõ (ñì. (18)):glk� = glk�(�;n=Z; i=p) :Ïðè ýòîì ïåðâûé ÷ëåí â (18) ñîäåðæèò ïîëíóþ�óíêöèþ Àïïåëÿ F1, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò ñëó�÷àÿ ñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ ïåðåõîäîâ, óæå íå ñâîäèò�ñÿ ê êîìáèíàöèè �óíêöèé 2F1. Ñóùåñòâåííî îòìå�òèòü, ÷òî �óíêöèè �l;n0=i=pp â �îðìóëå (18) äëÿglk�(�;n=Z; i=p) ïî-ïðåæíåìó âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû. Òàêèì îáðàçîì, ïðèïðîèçâîëüíûõ n è l êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ ïàðöèàëü�íûõ àìïëèòóä MLl l0(n;E; E) â ñâîþ î÷åðåäü åñòü êîì�áèíàöèÿ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñàìîå áîëüøåå nr + 2(nr = n � l � 1) íåðåçîíàíñíûõ (ãëàäêî çàâèñÿùèõîò ÷àñòîòû) ïîëèíîìèàëüíûõ ÷ëåíîâ è ðåçîíàíñíî�ãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå åñòü ïðîèçâåäåíèå ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîðÿäêà nr èëè nr + 2 íàïîëíóþ �óíêöèþ Àïïåëÿ F1 (ïåðâûé ÷ëåí â (18)).Î÷åâèäíî, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò óêàçàííûõ âåëè÷èííå ïðåäñòàâëÿåò òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé êàê ïðèjEnj=2 < ! < jEnj, òàê è â íàäïîðîãîâîì ñëó÷àå! > jEnj.Ñòðîãî ãîâîðÿ, îïèñàííîå âûøå àíàëèòè÷åñêîåïðîäîëæåíèå àìïëèòóä èç îáëàñòè äèñêðåòíîãî âîáëàñòü íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýíåðãèè ìîãëî áûîêàçàòüñÿ íåêîððåêòíûì, îäíàêî â íàøåì ñëó÷àåïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîé ïðîöåäóðû íå âîçíèêà�þò íåîäíîçíà÷íîñòè, à ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ñî�ãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå àíàëèòè÷åñêèìè è÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó�÷àåâ. Â ÷àñòíîñòè, äâóõ�îòîííûå �îðìóëû �îðäî�íà (46)�(49) ïîëíîñòüþ ðåøàþò çàäà÷ó î äâóõ�îòîí�íîé èîíèçàöèè âîäîðîäíîãî àòîìà èç ïðîèçâîëüíîãîñîñòîÿíèÿ jnli, ïîñêîëüêó êàê ïîëíîå ñå÷åíèå, òàê èóãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîýëåêòðîíîâ âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç MLl l0(n;E; E). Íàïðèìåð, ïðîèíòåãðèðîâàí�íîå ïî óãëàì âûëåòà �îòîýëåêòðîíà ñå÷åíèå äâóõ�î�òîííîé èîíèçàöèè â ïîëå (34) ñ ëèíåéíîé ïîëÿðèçà�öèåé èìååò âèä�nl = �2�F 2!15(2l+ 1) � (l + 1)(4l2 + 8l+ 5)(2l+ 1)(2l + 3) jMl+1l l j2 ++ l(4l2+1)(2l�1)(2l+1) jMl�1l l j2+4l(l+1)2l+1 Re((Ml+1l l )�Ml�1l l )++ 2(l+1)(l+2)2l+3 jMl+1l l+2j2+2l(l�1)2l�1 jMl�1l l�2j2� ; (50)ãäåMLl l0 = MLl l0(n;E; E); E = En + 2!; E = En + !:

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêîéïîëÿðèçàöèè âîëíû äëÿ ïàðàìåòðîâ óãëîâîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ �îòîýëåêòðîíîâ ïðèâåäåíû â [45℄.Êàê è â ñëó÷àå ñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ ïåðåõîäîâ,ðåçóëüòàòû çàìåòíî óïðîùàþòñÿ ïðè l � n. Òàê, åñ�ëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷å�íèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà, l = n � 1 (nr = 0), òî,íàïðèìåð, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (46), (48) ïðèíèìà�þò âèäMnn�1n�1(n;E; E) = i(�1)n[(2n� 1)!℄1=2 aCE n�14Z1=2 �� ((n� ia)(n+ 1� ia)F (0) �� (n+ ia)(n+ 1 + ia)F (2)) ;Mnn�1n+1(n;E; E) = i(�1)n+1[(2n� 1)!℄1=2 �� aCE n+14Z1=2 (F (0)� F (2)) ; (51)è âûðàæàþòñÿ ëèøü ÷åðåç �óíêöèþ F1:F (m) = �n+ 1� � (4�)2n+2(2n)! (an)n+1(n+ �)2n+2 �� (ia� �)ia�n�2+m(ia+ �)ia+n+m ��F1(n+1��;�ia+n+2�m; ia+n+m;n+2��; y; y0);y = n� �n+ � ia+ �ia� � ; y0 = n� �n+ � ia� �ia+ � :Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ n = 1 äâà äðóãèõ ìàòðè÷�íûõ ýëåìåíòà (47), (49) íå âõîäÿò â àìïëèòóäó ïå�ðåõîäà è ïðèâåäåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â [18℄ (ñì. òàêæå [19℄).Îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå âûðàæåíèÿ (46)�(49) äëÿìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü ñå÷å�íèÿ äâóõ�îòîííîé èîíèçàöèè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿ�íèé â øèðîêîì èíòåðâàëå ÷àñòîò. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ñå÷åíèé �nl (50) çà ïîðîãîìîäíî�îòîííîé èîíèçàöèè äëÿ ñîñòîÿíèé ñ n = 10,l = 0, 5, 9. Êàê âèäíî, ñ ðîñòîì ! ñå÷åíèå èîíèçàöèèáûñòðî óáûâàåò. Ýòè æå ðèñóíêè èëëþñòðèðóþò òî÷�íîñòü ¾ðåçîíàíñíîãî¿ ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå ñîñòî�èò â ó÷åòå òîëüêî ìíèìîé ÷àñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ ïðè ðàñ÷åòå ñå÷åíèÿ äâóõ�îòîííîé èîíèçàöèèMLl l0(n;E; E)! ImMLl l0(n;E; E):�åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âêëàä ìíèìîé ÷àñòè ïà�äàåò ñ ðîñòîì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà è ýíåðãèè êî�íå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.57
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ èîíèçàöèè (â ëîãàðè�-ìè÷åñêîì ìàñøòàáå) �nl=�F 2 (êðèâàÿ 1 ) è îòíîøå-íèÿ ñå÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ñ ó÷åòîì òîëüêî ìíèìîé÷àñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ê òî÷íîìó âûðàæåíèþ�imnl =�nl (êðèâàÿ 2 ) îò ÷àñòîòû ~! = 2n2!: a � n = 10,l = 0; á � n = 10, l = 5; â � n = 10, l = 95. ÏÎËß�ÈÇÓÅÌÎÑÒÈ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÍÛÕÑÎÑÒÎßÍÈÉ5.1. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿêîìïîíåíò òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòèÀíàëèç äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó (âû�ðîæäåííûìè) ñîñòîÿíèÿìè ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåéóäîáíî ïðîâîäèòü íà ÿçûêå àòîìíûõ ïîëÿðèçóåìî�ñòåé. Êàê èçâåñòíî, ïîëÿðèçóåìîñòü îïèñûâàåò ëè�íåéíûé îòêëèê àòîìà íà âíåøíåå ìîíîõðîìàòè÷å�ñêîå âîçäåéñòâèå (èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ìî�ìåíò) è îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó óïðóãîãî (ðýëååâñêî�ãî) ðàññåÿíèÿ ñâåòà, à òàêæå ñäâèã, ðàñùåïëåíèå èèîíèçàöèîííîå óøèðåíèå àòîìíûõ óðîâíåé â ïîëåñâåòîâîé âîëíû. Îñîáûé èíòåðåñ â ðÿäå ñëó÷àåâ, íà�

ïðèìåð â ñâÿçè ñ àñòðî�èçè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìèè â ñïåêòðîñêîïèè ðèäáåðãîâñêèõ óðîâíåé, ïðåäñòàâ�ëÿþò ïîëÿðèçóåìîñòè âûñîêîâîçáóæäåííûõ âîäîðî�äîïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé. Ïîëÿðèçóåìîñòè âîäîðîäíî�ãî àòîìà ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû àíàëèòè÷åñêè, èñóùåñòâóþò äåñÿòêè ðàáîò, â êîòîðûõ òàêèå ðàñ÷å�òû ïðîâîäèëèñü. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñ èñïîëüçîâà�íèåì îáîáùåííîãî øòóðìîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÊÔ�ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿðèçó�åìîñòåé ïðîèçâîëüíûõ âîäîðîäíûõ ñîñòîÿíèé, ïî ñó�ùåñòâó ñòîëü æå ïðîñòûå, êàê ïîëÿðèçóåìîñòü îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ (5).Îáùèé àíàëèç êâàäðàòè÷íîãî ïî F âîçìóùåíèÿñïåêòðà àòîìà â ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (34)ïðîâåäåí â [12℄, ïîýòîìó íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó�÷àÿìè ëèíåéíîé èëè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè âîë�íû, ïðè êîòîðûõ ñîñòîÿíèÿ jnlmi ñ ðàçëè÷íûìè çíà�÷åíèÿìè ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà m íå ïåðå�ìåøèâàþòñÿ ïîëåì. Ñïåöè�èêîé êóëîíîâñêîé çàäà�÷è ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè ïî l, ïðè�÷åì äâóõ�îòîííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ìåæäó ñî�ñòîÿíèÿìè jnlmi è jnl0mi ñ l0 = l � 2 îòëè÷åí îòíóëÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äàæå â ñëó÷àå ëèíåéíîé èëèöèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû âîçìóùåíèå ñïåê�òðà âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñåêóëÿð�íûì óðàâíåíèåì ñ òðèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ðàíãàn� jmj [46℄: jQll0mm ��En Æll0 j = 0;ãäåQll0mm = �14F 2 hn l0mj�e� � rGEn+!+i0e � r++ e � rGEn�!+i0e� � r	 jn lmi : (52)Çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ øòàðêîâñêîé ìàòðèöûQll0mm îò ìàãíèòíîãî ÷èñëà m ëåãêî îòäåëÿåòñÿ ìåòî�äàìè êâàíòîâîé òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà [47℄. Äèà�ãîíàëüíûå ïî l ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò âèäQllmm = �14 ��F 2"�s(!)+��a(!)m2l��t(!)3m2�l(l+1)2l(2l�1) # (53)ïðè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè (� = �1 äëÿ ïðàâîéè ëåâîé êðóãîâûõ ïîëÿðèçàöèé) èQllmm = �14F 2 ��s(!)+�t(!)3m2�l(l+1)l(2l� 1) � (54)ïðè ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåí�òû Qllmm îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ èíâàðèàíòíûìè ïà�58



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :ðàìåòðàìè �s(!), �a(!), �t(!), íàçûâàåìûìè, ñîîò�âåòñòâåííî, ñêàëÿðíîé, âåêòîðíîé (àíòèñèììåòðè÷�íîé) è òåíçîðíîé (ñèììåòðè÷íîé) ïîëÿðèçóåìîñòÿ�ìè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüîò m â íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ. Ïðèöèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû ýëåìåíò Qll0=l+2mmèìååò âèäQll0=l+2mm = 18F 2�n;l+2(!)��s ((l + 1)2 �m2)((l + 2)2 �m2)(2l + 1)(2l+ 5) ;à âûðàæåíèå äëÿ Ql;l0=l�2mm ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà çàìå�íîé l ! (l�2). Äëÿ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè F(t) èìå�åì Qll0 (l) = �2Qll0 (
):Êàê âèäíî, íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Ql;l�2 îïðåäå�ëÿþòñÿ ëèøü îäíèì èíâàðèàíòíûì àòîìíûì ïàðà�ìåòðîì �nl0=l�2(!), êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ¾íåäèà�ãîíàëüíîé¿ ïîëÿðèçóåìîñòüþ.ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿðèçóåìîñòåé �s;a;t è� ìîãóò áûòü çàïèñàíû ÷åðåç äâóõ�îòîííûå ðàäè�àëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò r (2) èëè îò D̂ (35),êîòîðûå â ñëó÷àå óïðóãèõ ïåðåõîäîâ ñâÿçàíû ñîîò�íîøåíèåìhnl0j rgL(En + !)r jnli = � 1! hnl0j r2 jnli �� 14!2 hnl0jnli �� [2 + 2L(L+ 1)� l(l + 1)� l0(l0 + 1)℄�� 1!2 hnl0j D̂(l0; L)gL(En + !)D̂(L; l)) jnli : (55)Ìû èñïîëüçóåì íèæå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿðèçóåìî�ñòåé â çàïèñè ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â �îðìå¾ñêîðîñòè¿, MLll0 (n; n;E) � MLll0(E):�snl(!) = � 1!2� 1!2 13(2l+1) �� hl�(+)l�1 + (l + 1)�(+)l+1i ;�anl(!) = � 1!2 l2l+ 1 h�(�)l�1 � �(�)l+1i ;�tnl(!) = 1!2 l3(2l+ 1) ��(+)l�1 + 2l� 12l+ 3�(+)l+1� ;�nl0(!) = � 1!2 12l0 � 1 �� �MLll0 (En + !) +MLll0 (En � !)� ;
(56)

L = l � 1; l0 = L� 1;

ãäå �(�)L = MLll(En + !)�MLll(En � !): (57)Âìåñòî (36) ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿðèçóåìîñòåé óäîáíååèñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ñîîòíî�øåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ D̂ íà âîëíîâûå�óíêöèè:D̂(l + 1; l)Rnl(r) = �Zn �d� 1s+ 1�1=2Rnl+1(r) �� 4Z5=2n2(s+ 1)[(d)2l+1℄1=2 �le��=2 �� �L2l+3d�1 (�)� L2l+3d�2 (�)� ;D̂(l + 1; l+ 2)Rnl+2(r) = Zn �d� 2s+ 2�1=2 ��Rnl+1(r) + 4Z5=2n2[(d� 3)2l+5℄1=2 �le��=2 �� �(s+1)L2l+3d�3 (�)� (d�2)L2l+3d�2 (�)� :
(58)

Ïîñêîëüêó ïåðâûå ñëàãàåìûå â ýòèõ �îðìóëàõ ëèøüìíîæèòåëåì îòëè÷àþòñÿ îò âîëíîâîé �óíêöèè ñî�ñòîÿíèÿ jn; l + 1i, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû âMLl l0 ëåã�êî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿgl(E)��Rnl� = 1En �E ��Rnl�: (59)Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýíåðãèè íà÷àëüíîãî èêîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé â MLl l0 îäèíàêîâû, ïîýòîìó äëÿ�óíêöèè �ðèíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëå�íèå (6) ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè �0 = � = n=Z, àïîñëåäóþùèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî r; r0 ñâîäÿòñÿ ê òðè�âèàëüíîìó èñïîëüçîâàíèþ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè(38). Â ðåçóëüòàòå, íàïðèìåð, äëÿ Ml+1l l èìååìMl+1l l (E) = Z2n2(En �E) d� 1s+ 1(d)2l+1 �� �(s+ 2)2gl+1d�1;d�1 � 2(d� 1)(s+ 2) �� gl+1d�1;d�2 + (d� 1)2gl+1d�2;d�2� : (60)Èñïîëüçóÿ (24) äëÿ glkk0 è ñîîòíîøåíèå (ñì. (A.3) âÏðèëîæåíèè A)q+lk plk�1 � q+lk�1plk = 2(k + 1)2l;âûðàæåíèå (60) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âè�äå:Ml+1l l (En + !) = 2~! � 2n~!(s+ 1)2(d)2l+1 �� (pl+1d�1 � pl+1d�2)(q+(l+1)d�1 � q+(l+1)d�2 ): (61)59



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ Ml�1l l è Ml+1l l+2 èìåþòâèäMl�1ll (En + !) = 2~! � 2n~! �� [(s�1)pl�1d�1�dpl�1d ℄[(s�1)q+(l�1)d�1 �dq+(l�1)d ℄(d)2l+1 ; (62)Ml+1l l+2(En + !) = 2~! �d� 1s+ 1 d� 2s+ 2�1=2 + 2n~! �� [(s+1)pl+1d�3�(d� 2)pl+1d�2℄[q+(l+1)d�1 �q+(l+1)d�2 ℄(s+ 1)[(d)2l+1(d� 2)2l+5℄1=2 : (63)Ml�1l l�2 ïîëó÷àåòñÿ èç (63) çàìåíîé (42). Îòìåòèì, ÷òîýëåìåíòàðíûå ÷ëåíû â MLll0 , ïðîïîðöèîíàëüíûå 1=~!,èñ÷åçàþò ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû â �(+) (57) è ðàç�íîñòè â �a è íå äàþò âêëàäà â ïîëÿðèçóåìîñòè.Ñîîòíîøåíèÿ (56) è (61)�(63) ïîëíîñòüþ îïðåäå�ëÿþò èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äèíàìè÷å�ñêîé ïîëÿðèçóåìîñòè n-îáîëî÷êè. Êàê âèäíî, îáùèéõàðàêòåð çàâèñèìîñòåé �s;a;t(!) è �(!) îò ïàðàìåò�ðîâ çàäà÷è � ÷àñòîòû ïîëÿ !, êâàíòîâûõ ÷èñåë n, lè çàðÿäà ÿäðà Z � èìååò ñëåäóþùèé âèä:�nl(!) = 1!2 f(n; l; ~!): (64)Òàêèì îáðàçîì, ¾èñòèííàÿ¿ ÷àñòîòà ! âõîäèò â ïî�ëÿðèçóåìîñòè �àêòè÷åñêè ëèøü â êà÷åñòâå îáùå�ãî ìíîæèòåëÿ â (56), à äåòàëè ÷àñòîòíîé çàâèñèìî�ñòè îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ~!. Èñïîëüçóÿ ñîîòíî�øåíèå (28) äëÿ �óíêöèé Ïîëëà÷åêà q+Lk â (61)�(63)è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî plk è qlk ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì 1=~! (ñì. ðàçä. 2.2),íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì n ñêà�ëÿðíàÿ, âåêòîðíàÿ è òåíçîðíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòè èìå�þò ñëåäóþùóþ óíèâåðñàëüíóþ ñòðóêòóðó [ñð. ñ (5)℄:�snl = 1!2 � l2l+ 1T +n;l�1(~!)++ l + 12l + 1T +n;l+1(~!) +  snl � 1~!2�� 1� ;�anl = 1!2 � 3l2l+ 1 �� �T �n;l�1(~!)� T �n;l+1(~!)�+  anl� 1~!�� ;�tnl = � 1!2 � l2l+ 1T +n;l�1(~!)++ l(2l� 1)(2l + 1)(2l+ 3)T +n;l+1(~!) +  tnl � 1~!2�� ;
(65)

ãäå T �n;L(~!) = 'Lnl(~!)TL(~!)� 'Lnl(�~!)TL(�~!);TL(~!) = �L+ 1� � 2F1(1; 2L+ 2;L+ 2� �; z�1);'L=l+1nl � '(+)nl = (2l + 3)!3(s+ 1)2(d)2l+1 [pl+1d�1 � pl+1d�2℄2;'L=l�1nl � '(�)nl = (2l � 1)!3(d)2l+1 [(s� 1)pl�1d�1 � dpl�1d ℄2;à  s;a;tnl âûðàæàþòñÿ ÷åðåç pLk è qLk (ñì. Ïðèëîæå�íèå Á).Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 2.2, �óíêöèè'(�)nl è  s;a;tnl ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåùåñòâåííûå ïîëè�íîìû ïî ñòåïåíÿì ~!�1, ïðè÷åì â  s;t âõîäÿò òîëüêî÷åòíûå ñòåïåíè ÷àñòîòû, à â  a � íå÷åòíûå. Ïîðÿ�äîê ýòèõ ïîëèíîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì êâàí�òîâûì ÷èñëîì nr, à êîý��èöèåíòû � nr è îðáèòàëü�íûì êâàíòîâûì ÷èñëîì l. Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ(ñì. (5)) '(+)10 = 1=2,  s10 = 0. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ'(�)nl è  s;a;tnl ïðè n � 4 ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè Á.Êàê ñëåäóåò èç (65), ïîëÿðèçóåìîñòè ñîñòîÿíèé ñïðîèçâîëüíûìè n; l âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óíèâåðñàëü�íóþ �óíêöèþ2F1(1; 2m+ 2;m+ 2� �; z�1) (66)ñ m = l� 1, â êîòîðóþ ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî âõî�äèò òîëüêî ÷åðåç ïàðàìåòð� = Zp�2(En � !)� i0 = np1� ~! � i0 :Âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿðèçóåìî�ñòåé îòìå÷àëàñü ðàíåå â [12, 29℄, íî ÿâíûå âûðàæå�íèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n íå áûëè ïîëó÷åíû. Ôóíê�öèÿ (66) îáëàäàåò ðÿäîì îñîáûõ ñâîéñòâ, êîòî�ðûå, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â âû÷èñëè�òåëüíûõ àëãîðèòìàõ. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî (66) âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç íåïîëíóþ áåòà-�óíêöèþ (èíòåãðàëâ ïðàâîé ÷àñòè (A.4) åñòü îïðåäåëåíèå íåïîëíîé áå�òà-�óíêöèè [5℄). Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå (A.8) ïîç�âîëÿåò âûäåëèòü ìíèìóþ ÷àñòü TL(~!), êîòîðàÿ âîç�íèêàåò ïðè ~! > 1 è ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì �óíê�öèÿì,ImTL(~!) = j�j j�(L+ 1� �)j22(2l+ 1)!  4nj�jn2 + j�j2!2l+2 �� exp (�j�j � 4j�jar

tg(j�j=n)); (67)à çíà÷èò, è ìíèìóþ ÷àñòü ïîëÿðèçóåìîñòåé, ïîñêîëü�êó îñòàëüíûå âåëè÷èíû â (65) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí�íûìè. Òàê êàê ñîãëàñíî îïòè÷åñêîé òåîðåìå ñå÷åíèå60



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :�îòîèîíèçàöèè �nl(!) ñîñòîÿíèÿ jnli ñâÿçàíî ñ ìíè�ìîé ÷àñòüþ ñêàëÿðíîé ïîëÿðèçóåìîñòè,�nl(!) = 4�!
(2l + 1) Im�snl(!); (68)ñîîòíîøåíèå (67) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü �nl(!) ÷åðåçýëåìåíòàðíûå �óíêöèè:�nl(!) = 4�!
(2l + 1)2 �� Im�l'(�)nl ImTl�1 + (l + 1)'(+)nl ImTl+1� :Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ns-ñîñòîÿíèé èìååì (â (68), (69)èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå åäèíèöû, a0 � áîðîâñêèé ðà�äèóñ)�ns(!) = a20e2~
 210�2n43Z2~!5 (~! + n2 � 1)�� exp (�4j�jar

tg(j�j=n))1� exp (�2�j�j) '(+)n0 (~!): (69)Òàêèì îáðàçîì, ñ ñå÷åíèåì èîíèçàöèè ñâÿçàíû òîëü�êî ïîëèíîìû '(�)nl . Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âñëåä�ñòâèå àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ðàññå�ÿíèÿ îò ýíåðãèè ïîëèíîìû '(�)nl (+~!), ÷åðåç êîòîðûåâûðàæàåòñÿ �nl(!) ïðè ~! > 1, îïðåäåëÿþò T �n;L(+~!)è ïðè ~! < 1, à '(�)nl (�~!) âõîäÿò â ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû ñ �óíêöèåé �ðèíà gl�1(En�!), êîòîðûå îñòàþòñÿâåùåñòâåííûìè ïðè ëþáûõ ~!.5.2. Ïîëÿðèçóåìîñòè ðèäáåðãîâñêèõñîñòîÿíèéÀñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëÿðèçóåìîñòåé ñî�ñòîÿíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè n è l èññëåäîâàëèñü â ðÿ�äå ðàáîò. Òàê, â [48, 12℄ (ñì. òàêæå [49℄) èññëåäîâà�íà âûñîêî÷àñòîòíàÿ àñèìïòîòèêà ïîëÿðèçóåìîñòåé.Â [12℄ ðàññìîòðåí òàêæå íèçêî÷àñòîòíûé ïðåäåë.Â [50℄ âûïîëíåíû êâàçèêëàññè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïoëÿ�ðèçóåìîñòåé n-îáîëî÷êè, óñðåäíåííûõ ïî l, à íåêî�òîðûå îñîáåííîñòè ïîëÿðèçóåìîñòåé ðèäáåðãîâñêèõs-ñîñòîÿíèé ïðîàíàëèçèðîâàíû â [11℄. Â íàñòîÿùåìðàçäåëå ìû íàõîäèì ðèäáåðãîâñêóþ àñèìïòîòèêó ïî�ëÿðèçóåìîñòåé (ïðè n � 1), ñïðàâåäëèâóþ ïðè ëþ�áûõ ÷àñòîòàõ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñîñòîÿ�íèÿ ñ ìàëûìè è áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè îðáèòàëüíîãîìîìåíòà.5.2.1. Ìàëûå çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãîìîìåíòà: l� nÂ ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêó �s;a;tnl (!) è �nl0 óäà�åòñÿ ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó n � 1 â �îðìó�

ëàõ (61)�(63). Âûðàæåíèå äëÿ âõîäÿùåãî â (25) ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïðè áîëüøèõ n ìîæíîâû÷èñëèòü ïî÷ëåííûì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó2F1(�n+ k; b; 
; z)! �(b; 
; 4�); (70)ãäå � � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ. ×òîáû íàéòè ïðåäåëüíîå âûðàæå�íèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè âèäà2F1(n+ a; n+ b;n+ 
; z�1) (ñì. (26)), â êîòîðîé ïðèn � 1 áîëüøèìè ÿâëÿþòñÿ âñå òðè ïàðàìåòðà èàðãóìåíò, ïðåäñòàâèì åå â èíòåãðàëüíîé �îðìå:2F1(n+ a; n+ b;n+ 
; z�1) == �(n+ 
)�(n+ b)�(
� b) � zz � 1�n+a �� 1Z0 t
�b�1(1 + t)a�
�1 + ztz � 1��n�a dt: (71)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z / n�1, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîäèíòåãðàëîì, ïîëó÷àåì2F1(n+ a; n+ b;n+ 
; z�1)! �(n+ 
)�(n+ b) ��� zz � 1�n+a	(
� b; a� b+ 1; 4�); (72)ãäå 	(a; 
;x) � íåðåãóëÿðíàÿ â íóëå âûðîæäåííàÿãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ ïðåäåëüíûõ âûðàæå�íèé (70), (72) â (61)�(63) ïðèâîäèò ê êîìïåíñàöèèãëàâíûõ ïî 1=n ÷ëåíîâ (âîçìîæíîñòü òàêèõ ñîêðà�ùåíèé âèäíà óæå èç �îðìóë (36)). ×òîáû èçáåæàòüíåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèå ïî 1=n ÷ëåíûðàçëîæåíèé â (70), (72), ïðåîáðàçóåì (61)�(63)òàê, ÷òîáû ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ñîêðà�ùàëèñü â ýòèõ èñõîäíûõ âûðàæåíèÿõ. Èñïîëüçóÿñîîòíîøåíèå �àóññà (ñì. [5, �îðìóëà (2.8.32)℄) äëÿïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòåé ïîëèíîìîâ Ïîëëà÷åêà èñîîòíîøåíèå(n+ l+1� �)2F1(n; n+2l+1;n+ l+1� �; z�1) == (l + 1� �) 2F1(n; n+ 2l+ 2;n+ l + 2� �; z�1) ++n(1� z�1) 2F1(n+1; n+2l+2;n+ l+2� �; z�1)äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòåé �óíêöèé Ïîëëà÷åêà,61



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæå�íèÿì äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:~Ml+1ll (En + !) = Z2!n2 + 2Z2!n3 e�4~� �(l + 2� ~�)�(2l+ 4) �� [(l + 1� ~�)�(l + 2� ~�; 2l+ 4; 4~�)++(l + 2� ~�)�(l + 3� ~�; 2l + 4; 4~�)℄�� [(2l + 3� 2~�)	(�l� 1� ~�;�2l� 2; 4~�)�� (l + 2� ~�)	(�l � 1� ~�;�2l� 3; 4~�)℄ ; (73)~Ml�1ll (En + !) = Z2!n2 + 2Z2!n3 e�4~� �(l � ~�)�(2l) �� [(l + ~�)�(l � ~�; 2l; 4~�)�� (l � ~�)�(l + 1� ~�; 2l; 4~�)℄�� [2~�	(�l + 1� ~�;�2l+ 2; 4~�)++ (l � ~�)	(�l + 1� ~�;�2l+ 1; 4~�)℄ ; (74)~Ml+1l l+2(En + !) = Z2!n2 �d� 1s+ 1 d� 2s+ 2�1=2 ++ 2Z2!n3 e�4~� �(l + 2� ~�)�(2l+ 4) �� [(l + 2 + ~�)�(l + 2� ~�; 2l+ 4; 4~�)�� (l + 2� ~�)�(l + 3� ~�; 2l+ 4; 4~�)℄�� [(2l + 3� 2~�)	(�l� 1� ~�;�2l� 2; 4~�)��(l + 2� ~�)	(�l � 1� ~�;�2l� 3; 4~�)℄ ; (75)ãäå ~� = Zp�2! � i0 :Âûðàæåíèÿ (73)�(75) ïðèâîäÿò ê çàâèñèìîñòè �s;a;tnl ,�nl / n�3, ïîñêîëüêó ÷ëåíû / n�2 ñîêðàùàþòñÿ ïðèâû÷èñëåíèè ïîëÿðèçóåìîñòåé. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ñî�îòâåòñòâóåò ìíîæèòåëþ n�3=2 â íîðìèðîâêå ðèäáåð�ãîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé, îäíàêî ðàññìàòðèâàå�ìûé ïðåäåë íå ìîæåò áûòü íàéäåí ïîäñòàíîâêîé ïî�ñëåäíèõ â (35), òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê ðàñõîäÿùåìó�ñÿ èíòåãðàëó (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòìå÷åíî â [11℄).Åñëè â (73)�(75) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ~� ! m, òî,î÷åâèäíî, ðåçóëüòàò äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ïðåäåëîìn ! 1, âçÿòûì îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíàíñíîãîñëàãàåìîãî â òî÷íîì ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå (35):lim~�!m ~MLl l0(En � !) == limn!1 1� hnl0j D̂(l0; L) jmLi hmLj D̂(L; l) jnli ; (76)ãäå � = Em � En + !. Âûïîëíåíèå ñîîòíîøå�íèÿ (76) áûëî ïðîâåðåíî äëÿ ñîñòîÿíèé ñ l = 0; 1 â

íåñêîëüêèõ íèçêîëåæàùèõ ðåçîíàíñàõ. Ìû ïðîâåðè�ëè òàêæå ñîãëàñîâàíèå ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñ âûñî�êî÷àñòîòíûì ïðåäåëîì: åñëè â (73)�(75) óñòðåìèòü! ! 1, òî ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðûé ïî�ëó÷àåòñÿ èç MLl l0 ïðè îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïåðåõîäà ê ïðåäåëó: âíà÷àëå ! !1, à çàòåì n!1.Ïðè ýòîì äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâäâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ðèäáåðãîâñêèõ �îð�ìóë (73), (74) è òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ Ml�1l l ïî ñòå�ïåíÿì 1=! ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì:Ml+1l l = ~Ml+1l l � Z2!n2 + 2Z4!n3 1(l + 1)(2l + 1) ; (77)Ml�1l l = ~Ml�1l l � Z2!n2 � 2Z4!n3 1l(2l+ 1) : (78)Ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿðè�çóåìîñòåé â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ïðèâåäåíûâ [12, 48℄.5.2.2. Áîëüøèå çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãîìîìåíòà: n� l� nÏðè èññëåäîâàíèè âûñîêî÷àñòîòíîé àñèìïòîòè�êè ïîëÿðèçóåìîñòåé â [48℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðèl � n ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 1=!n3. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ �nl ïî !�1ïðè çàäàííîì n îïðåäåëÿþò è ãëàâíûå ÷ëåíû ðàç�ëîæåíèÿ ïî n�1 ïðè �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå !. Èñ�ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [12, 48℄, ïîëó÷àåì�snl = � 1!2 � 2!6 Z8n12 ; �anl = 18!7 Z10n15 ;�tnl = � 1!4 Z4n6 ; �nl0 = � 9Z8p2!6n14 : (79)Òàêèì îáðàçîì, â ðèäáåðãîâñêîé îáëàñòè ýëåìåíòûøòàðêîâñêîé ìàòðèöû ñ ìàëûìè l (� n�3) îêàçûâà�þòñÿ áîëüøå, ÷åì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñ áîëüøèìèl (� n�6), ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñêàçûâàåòñÿ íà�îðìå ñïåêòðà.Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñâîåîáðàçèå ÷àñòîòíîé çà�âèñèìîñòè ïîëÿðèçóåìîñòåé â ïðåäåëå n ! 1. Ïî�ñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå �èêñèðîâàííîå çíà÷å�íèå ÷àñòîòû ! ÿâëÿåòñÿ íàäïîðîãîâûì (! > jEnj),ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñ E = En + ! (îáóñëîâëèâàþ�ùèå ñãóùàþùóþñÿ ê ïîðîãó ! = jEnj ðåçîíàíñíóþñòðóêòóðó ïîëÿðèçóåìîñòåé óðîâíåé ñ êîíå÷íûì n)îêàçûâàþòñÿ íåðåçîíàíñíûìè (à ñîîòâåòñòâóþùèéïàðàìåòð � ÷èñòî ìíèìûì). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûMLl l(En � !) èìåþò ïîëþñû ïðè ÷àñòîòàõ, ñîîòâåò�ñòâóþùèõ ðåçîíàíñàì íà íèæåëåæàùèõ óðîâíÿõ ñ62
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�20�10 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0�102 �102 1Re�s (n=3;l
=0) 2 ~!

Re�s (n=10;
l=0) �5�15�10 1 �102 ~!2 �102 �10�1035 4 3 26 14 22 26 302

à á�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîé ïîëÿðèçóåìîñòè �snl ñîñòîÿíèé ñ n = 3 (à) è n = 10 (á), l = 0, âû÷èñëåííàÿ ïîòî÷íîé �îðìóëå (1) è ïî ¾ïîëóàñèìïòîòè÷åñêèì¿ �îðìóëàì, ïîëó÷àåìûì èç (73)�(75) çàìåíîé ~� ! �, îò ÷àñòîòû~! = 2n2!. �åçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïîêàçàíû âåðòèêàëüíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ñ óêàçàíèåì ãëàâíîãî êâàíòîâî-ãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ. Ìàñøòàá ïî âåðòèêàëüíîé îñè óêàçàí â êàæäîì ìåæðåçîíàíñíîìïðîìåæóòêå. Íà ðèñ. á â äâóõ ïîñëåäíèõ ìåæðåçîíàíñíûõ ïðîìåæóòêàõ êðèâûå 1 è 2 ñîâïàäàþò
�50�40�30�20�10 �300�200�100Re�t (n=3;l
=2) à á0

Re�t (n=10;l
=9)0 21 ~! ~!2 3 4 5 62 3 4 5 61 1�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü òåíçîðíîé ïîëÿðèçóåìîñòè �tnl ñîñòîÿíèé ñ n = 3, l = 2 (à) è n = 10, l = 9 (á), âû÷èñëåííîé ïîòî÷íîé �îðìóëå (êðèâàÿ 1 ) è ïî ïðèáëèæåííîé �îðìóëå (79) (êðèâàÿ 2 ), îò ÷àñòîòû ~! = 2n2!. Íà ðèñ. á êðèâûå1 è 2 ñîâïàäàþòn0 = L+ 1; L+ 2; : : : ; n0max = (n� 1). Íåòðóäíî ïðî�âåðèòü, ÷òî â íàäïîðîãîâîé îáëàñòè ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû ñ áîëüøèìè l ðåçîíàíñîâ íå èìåþò (ñì. (79)),â òî âðåìÿ êàê MLl l(En � !) ïðè l� n èìåþò êîíå÷�íîå (ïðè �èêñèðîâàííîì n) ÷èñëî ðåçîíàíñîâ, ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì÷àñòîòû. Â ðèäáåðãîâñêîé àñèìïòîòèêå (73)�(75) ðå�çîíàíñíàÿ çàâèñèìîñòü îáóñëîâëåíà ìíîæèòåëÿìè�(l + 2 � ~�) è �(l � ~�), òàê ÷òî ïîëîæåíèå ïîëþñîâñäâèíóòî íà âåëè÷èíó ýíåðãèè ñâÿçè jEnj ïî ñðàâ�íåíèþ ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè !res = En � En0 âñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì n � 1. Â êà÷åñòâå èëëþ�ñòðàöèè ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè íà ðèñ. 2, 3 ïðèâå�äåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïîëÿðèçóåìîñòåé ñîñòî�ÿíèé ñ n = 3 è n = 10 ïðè ìèíèìàëüíîì (l = 0)è ìàêñèìàëüíîì l = n � 1 çíà÷åíèÿõ îðáèòàëüíî�ãî ìîìåíòà. Îñîáåííîñòüþ ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòèïîëÿðèçóåìîñòåé ñ ìàëûìè l ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâà�íèå îáëàñòè îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèè â óçêîé îá�ëàñòè âáëèçè ðåçîíàíñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî

èç ðèñ. 2, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåçîíàíñ âåùåñòâåí�íàÿ ÷àñòü ïîëÿðèçóåìîñòè áûñòðî óáûâàåò è äîñòè�ãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì ìîíî�òîííî âîçðàñòàåò âïëîòü äî îáëàñòè ÷àñòîò âáëèçèñëåäóþùåãî ðåçîíàíñà. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîñëåä�íèé ðåçîíàíñ ïîëÿðèçóåìîñòü ñíà÷àëà óáûâàåò, äî�ñòèãàÿ ìèíèìàëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ, àçàòåì âîçðàñòàåò, ïðèáëèæàÿñü ê íóëþ. Î÷åâèäíî,÷òî òàêàÿ (äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ) ÷àñòîòíàÿ çàâèñè�ìîñòü, íå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ýëåìåíòàð�íûìè �îðìóëàìè. Â òî æå âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêèåâûðàæåíèÿ (73)�(75) ïðèâîäÿò ê óäîâëåòâîðèòåëü�íîìó ñîãëàñèþ ñ òî÷íûìè âûðàæåíèÿìè óæå äëÿíèçêîëåæàùèõ óðîâíåé, à ñ ðîñòîì n ñîãëàñèå çíà÷è�òåëüíî óëó÷øàåòñÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ê áîëååòî÷íûì ðåçóëüòàòàì äëÿ ïîëÿðèçóåìîñòåé ïðèâîäÿò¾ïîëóàñèìïòîòè÷åñêèå¿ �îðìóëû, êîòîðûå ïîëó÷à�þòñÿ èç (73)�(75) çàìåíîé ~� íà òî÷íîå (çàâèñÿùååîò n) çíà÷åíèå �, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíîå ïî�ëîæåíèå ðåçîíàíñîâ. �àññ÷èòàííàÿ òàêèì ñïîñîáîì63



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001çàâèñèìîñòü �s(!) òàêæå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Ïî�ëÿðèçóåìîñòè �s;a;t ñîñòîÿíèé ñ áîëüøèìè l ÿâëÿþò�ñÿ ìîíîòîííûìè �óíêöèÿìè ÷àñòîòû, è èõ ïîâåäå�íèå õîðîøî ïåðåäàåòñÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ îò! â àñèìïòîòèêàõ (79). Ïðè ýòîì ãëàâíûé âêëàä âñêàëÿðíóþ ïîëÿðèçóåìîñòü äàåò ñëàãàåìîå �1=!2,à ïîïðàâêà ê íåìó â ýëåìåíòàõ øòàðêîâñêîé ìàò�ðèöû (53), (54) îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûì ñ �t. ×àñ-òîòíàÿ çàâèñèìîñòü òåíçîðíîé ïîëÿðèçóåìîñòè �täëÿ n = 3, n = 10 è l = n � 1, ðàññ÷èòàííàÿ ïîòî÷íîé (56) è ïðèáëèæåííîé (79) �îðìóëàì, ïðåä�ñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòèíà ðèñóíêàõ íå èçîáðàæåíà ìíèìàÿ ÷àñòü ïîëÿðè�çóåìîñòè. Îòìåòèì, ÷òî Im�s;a;tnl ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîéìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé ÷àñòîòû, êîòîðàÿïðè ìàëûõ l õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðèäáåðãîâ�ñêîé àñèìïòîòèêîé, à ïðè áîëüøèõ l èñ÷åçàåò â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ïðåäåëå.5.3. Ïðèïîðîãîâàÿ àñèìïòîòèêàïîëÿðèçóåìîñòåé�àññìîòðèì òåïåðü àñèìïòîòèêó ïîëÿðèçóåìî�ñòåé ïðè ïðèïîðîãîâûõ ÷àñòîòàõ: ! � jEnj. Ïðè�èêñèðîâàííîì n è ÷àñòîòàõ ! ! Z2=2n2 (� ! 1),ìàòðè÷íûé ýëåìåíò MLll0(En � !) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé�óíêöèåé, à MLll0(En+!) èìååò ñãóùàþùèåñÿ ïîëþ�ñû (íà ðèäáåðãîâñêèõ óðîâíÿõ). Â [51℄ ñ èñïîëüçîâà�íèåì ñïåöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà âïðèïîðîãîâîé îáëàñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòî�òè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ MLll0(En + !) èìååò âèäMLll0 (En + !) = ALnll0 + �
tg�� BLnll0 ; (80)è âû÷èñëåíû êîý��èöèåíòû A è B äëÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ n = 1 . Ïðè ýòîì êîý��èöèåíò B1s ïðèðåçîíàíñíîì êîòàíãåíñå áûë âûðàæåí ÷åðåç ïîëèíî�ìû Ëàãåððà, à äëÿ A1s ïîëó÷åíî âûðàæåíèå â âè�äå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé çàòåì ðàññ÷èòû�âàëñÿ ÷èñëåííî. Â [12℄ äëÿ BLnll0 ïðè ïðîèçâîëüíûõn; l; l0 áûëè ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ââèäå ãðîìîçäêîé êîìáèíàöèè êîíå÷íûõ (òðåõêðàò�íûõ) ñóìì. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿäëÿ plk; qlk ïðè � ! 1 (ìû îïóñêàåì äåòàëè ýòèõâû÷èñëåíèé), ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðà�æåíèÿ äëÿ A; B ïðè ïðîèçâîëüíûõ n; l; l0, íî ëèøüâ âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà îò ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðî�èçâîäíîé �-�óíêöèè,  (x):plk ! (�1)kL2l+1k (4n);q+lk ! 2(�1)k+1(4n)2l+1e�4nL2l+1k (4n)� (81)

� (�
tg�� + ln 4n) + 2(�1)k(4n)2l+1 �� 1Xp=0 (k + 1)p+2l+1p!(p+ 2l+ 1)! (�4n)p ( (p+ 2l + 2)++ (p+ 1)�  (p+ k + 2l+ 2)) ++ 2(�1)k 2lXp=0 (2l � p)!(k + 1)pp! (4n)p:Ïðè k = 0 áåñêîíå÷íûé ðÿä âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòå�ãðàëüíóþ ïîêàçàòåëüíóþ �óíêöèþ Ei(x):q+l0 ! �2(4n)2l+1e�4n �� (�
tg�� +Ei(4n)) + 2 2lXp=0(2l� p)!(4n)p;÷òî äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê ðåçóëüòà�òó [3℄.Èñïîëüçóÿ (80) è (81), ïîëÿðèçóåìîñòè �inl(!)(i = s; a; t) ïðè ! ! jEnj � 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå �inl(!) = Ainl + 
tg ��Binl: (82)×òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòàMLll0 (En + !) ïðè ñòðåìëåíèè ÷àñòîòû ê ïîòåíöèàëóèîíèçàöèè ñâåðõó ! ! jEnj+ 0, â (82) ñëåäóåò çàìå�íèòü 
tg �� ! �i.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû çíà�÷åíèÿ Ainl è Binl äëÿ ñîñòîÿíèé ñ n � 5. Ïðè n = 1íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ A1s è B1s ñîâïàäàþò ñ ïîëó�÷åííûìè â [51℄.6. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÈñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîãî øòóðìîâñêîãî ðàç�ëîæåíèÿ ÊÔ� (6) ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü çàìêíóòûåàíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (äâóõ�îòîííûå �îðìó�ëû �îðäîíà) äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõ�îòîí�íûõ ïåðåõîäîâ èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ jnli âî�äîðîäîïîäîáíîãî àòîìà êàê â ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèåjn0l0i, (39)�(42) è (61)�(63), òàê è â íåïðåðûâíûéñïåêòð, (46)�(49). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç ÿäðî glkk0 ïðåäñòàâëåíèÿ (6), êîòî�ðîå ñîäåðæèò ëèøü îäíó ïîëíóþ ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêóþ �óíêöèþ 2F1 èëè �óíêöèþ Àïïåëÿ F1. Ïîýòî�ìó, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ ãðîìîçäêîñòü, ìîæíî íà�äåÿòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþòâ ìàêñèìàëüíî ïðîñòîì, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî,àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ îá àòîì�íûõ ïàðàìåòðàõ, íåîáõîäèìûõ â çàäà÷àõ äâóõ�î�òîííîé ñïåêòðîñêîïèè âîäîðîäîïîäîáíûõ àòîìíûõóðîâíåé, è çàâåðøàþò ìíîãîëåòíþþ èñòîðèþ àíàëè�òè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâ â êóëî�64



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ainl è Binl èç �îðìóëû (82) äëÿ ñîñòîÿíèé 
 n � 5n l Asnl Bsnl Aanl Banl Atnl Btnl1 0 �4:310(0) �4:910(0)2 0 �6:045(1) �4:605(1)1 �9:827(1) �4:221(1) 8.773(1) 5.756(1) 1.255(1) 5.372(0)3 0 �3:473(2) �1:765(2)1 �5:122(2) �1:825(2) 5.707(2) 2.305(2) 1.457(2) 2.690(1)2 �8:371(2) �1:268(2) 1.478(3) 2.421(2) 4.159(2) 3.788(1)4 0 �8:596(2) �4:648(2)1 �8:746(2) �4:912(2) �2:593(2) 5.762(2) �1:911(2) 8.124(1)2 �7:937(2) �4:457(2) �7:571(2) 8.225(2) �4:156(2) 1.372(2)3 �2:876(2) �2:378(2) �2:344(3) 5.206(2) �9:699(2) 1.007(2)5 0 �2:387(3) �9:930(2)1 �2:583(3) �1:052(3) 5.531(2) 1.151(3) 1.744(1) 1.904(2)2 �2:872(3) �1:041(3) 1.151(3) 1.852(3) 9.012(1) 3.304(2)3 �2:937(3) �7:981(2) 1.104(3) 1.717(3) �1:968(�2) 3.413(2)4 �2:149(3) �3:411(2) �1:272(3) 8.040(2) �7:713(2) 1.750(2)íîâñêîì ïîëå äëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷è�ñåë íà÷àëüíîãî è/èëè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé. Î÷åâèä�íî, ÷òî, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé äëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé ïàðà�ìåòðîâ è/èëè àðãóìåíòîâ, îáùèå ðåçóëüòàòû ìîãóòáûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíû â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëü�íûõ ñëó÷àÿõ (ïîäîáíî àíàëèçó ïîëÿðèçóåìîñòåé âðàçä. 5.2, 5.3). Îòìåòèì, ÷òî äâóõ�îòîííûå �îðìó�ëû �îðäîíà (39)�(42) íå ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíûíà îáëàñòü íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïî îáåèì ïåðåìåí�íûì n ; n0, (òàê êàê ïåðåìåííàÿ, ñ êîòîðîé ñâÿçàíâåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ â (18), äîëæíà îñòà�âàòüñÿ öåëîé), ïîýòîìó äâóõ�îòîííûå ïåðåõîäû âíåïðåðûâíîì ñïåêòðå òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîò�ðåíèÿ.�àññìîòðåííûé ñëó÷àé äâóõ�îòîííûõ ïåðåõîäîâíå èñ÷åðïûâàåò âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé ïàðàìåòðè�÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÊÔ� GE(r; r0) è GE(p;p0).Ý��åêòèâíîñòü ðàçëîæåíèé òèïà (4), (6) è (32)îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ,êàê ýòî ïîêàçàíî âûøå, â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîäõîäÿùèìâûáîðîì ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ óäàåòñÿ ñóùåñòâåí�íî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðåäñòà�âèòü ðåçóëüòàò â ìàêñèìàëüíî ïðîñòîì àíàëèòè÷å�ñêîì âèäå. Ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû ñ �óíêöèÿìè �ðèíà ïðè ïðîèçâîëüíîé ýíåð�

ãèè E âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ñïåöè�àëüíûå �óíêöèè, èñïîëüçîâàíèå íåàäåêâàòíîãî àë�ãîðèòìà âû÷èñëåíèé ïðèâîäèò èëè ê çíà÷èòåëüíî áî�ëåå ãðîìîçäêèì êîíñòðóêöèÿì (ñì,. íàïðèìåð, [15℄)èëè âîîáùå ê íåâîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëü�òàòà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî äðóãèì áîëååâàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñ�ïîëüçîâàíèÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ òåõíèêè ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ øòóð�ìîâñêèõ ðÿäîâ òèïà (6) â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñ�óíêöèÿìè �ðèíà ïðè E > 0, êîòîðûå âîçíèêàþò âñòîëêíîâèòåëüíûõ çàäà÷àõ, òåîðèè àâòîèîíèçàöèîí�íûõ ñîñòîÿíèé, ïðè àíàëèçå íàäïîðîãîâûõ ìíîãî�î�òîííûõ ïåðåõîäîâ è äð. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðàçëî�æåíèÿ (7) è (9) íåïðèìåíèìû ïðè E > 0, à ñîîòâåò�ñòâóþùèå ðÿäû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàñõîäÿò�ñÿ (êðîìå èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ðåçóëü�òàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå �óíê�öèè, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûå ïî E, íàïðèìåð,(5) èëè äâóõ�îòîííûå �îðìóëû �îðäîíà). Ñîîòâåò�ñòâóþùèå îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé (9) è (7) íà îá�ëàñòü E > 0 ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [52℄ è [53℄, à ðåëÿòè�âèñòñêàÿ ÊÔ� ïðè jEj > m
2 ðàññìîòðåíà â [54℄. Îä�íàêî â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî îáîáùåíèÿ ñóììèðîâà�íèå ïî äèñêðåòíîìó èíäåêñó k â (7) è (9) çàìåíÿåò�ñÿ íà èíòåãðèðîâàíèå ïî íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðàì5 ÆÝÒÔ, âûï. 1 65



À. À. Êðûëîâåöêèé, Í. Ë. Ìàíàêîâ, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, ÷òî äåëàåò âåñüìà çàòðóäíè�òåëüíûì ïðèìåíåíèå òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé â ðåàëü�íûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ (âûáîð ìîäè�èöèðîâàííî�ãî øòóðìîâñêîãî áàçèñà ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì äëÿðàçëîæåíèÿ �óíêöèé �ðèíà ñ E > 0 îáñóæäàåòñÿâ [55℄). Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ òèïà (6), ðàöèîíàëü�íûì âûáîðîì ïàðàìåòðîâ � è �0 îêàçûâàåòñÿ âîç�ìîæíûì îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü øòóðìîâñêèõ ðÿäîââ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ ïðè E > 0 (à òàêæå ñóùåñòâåííî óñêîðèòü èõñõîäèìîñòü ïðè ýíåðãèÿõ E < 0). Òàêèì îáðàçîì,îáîáùåííîå øòóðìîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò�àêòè÷åñêè îñóùåñòâèòü ÷èñëåííîå àíàëèòè÷åñêîåïðîäîëæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ èñïîëüçî�âàíèåì îáû÷íîãî øòóðìîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ (7), íàîáëàñòü ýíåðãèé, ïðè êîòîðûõ ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç íàèáîëåå ý��åê�òèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â çàäà÷àõ ñ íåïðåðûâ�íûì ñïåêòðîì è ðåçîíàíñíûìè (êâàçèñòàöèîíàðíû�ìè) ñîñòîÿíèÿìè â àòîìíûõ è ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåñ�ñàõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä 
omplex s
aling (èëè êîìïëåêñ�íûõ êîîðäèíàò) [56℄, ñîñòîÿùèé â íåýðìèòîâîì ðàñ�øèðåíèè (
omplex dilatation) èñõîäíîãî ãàìèëüòîíè�àíà çàäà÷è ïóòåì çàìåíû r ! rei� è ¾äèñêðåòèçà�öèè êîíòèíóóìà¿ [57℄ ïóòåì ââåäåíèÿ áàçèñà êâà�äðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò(êîìïëåêñíîãî) ïàðàìåòðà �, äëÿ îòûñêàíèÿ êîì�ïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � ýíåðãèé ðåçîíàí�ñîâ. Â ÷àñòíîñòè, â [58℄ ñèñòåìà �óíêöèé ØòóðìàSnl(2r=�) ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì � èñïîëüçîâà�ëàñü â êà÷åñòâå áàçèñà ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå êîì�ïëåêñíûõ êâàçèýíåðãèé àòîìà âîäîðîäà âíå ðàìîêòåîðèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñ èíòåíñèâ�íûì ëàçåðíûì ïîëåì (ñì. òàêæå îáçîð [59℄), à â ðàáî�òå [60℄ � äëÿ àíàëèçà àâòîèîíèçàöèîííûõ ðåçîíàí�ñîâ â �îòîèîíèçàöèè ãåëèÿ. Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåí�íûõ øòóðìîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÊÔ� ïðåäñòàâëÿ�åò, ïî ñóùåñòâó, àíàëèòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâêîìïëåêñíîãî ñêåéëèíãà è äèñêðåòèçàöèè êîíòèíóó�ìà äëÿ çàäà÷ ñ êóëîíîâñêîé �óíêöèåé �ðèíà ïðèïîëîæèòåëüíîé (èëè êîìïëåêñíîé) ýíåðãèè E.Ý��åêòèâíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (6) â ðàñ÷åòàõìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ òåîðèèâîçìóùåíèé (êîãäà ðåçóëüòàò óæå íå ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí â òåðìèíàõ èçâåñòíûõ ñïåöèàëü�íûõ �óíêöèé) áûëà ïðîâåðåíà íàìè íà ïðèìåðå÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ãèïåðïîëÿðèçóåìîñòåé âûñîêî�âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäà â ïîëå ëàçåðíîãîèçëó÷åíèÿ, ñîäåðæàùèõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñòðåìÿ �óíêöèÿìè �ðèíà ïðè E > 0 [61℄: ïðè ñî�îòâåòñòâóþùåì âûáîðå (êîìïëåêñíûõ) ïàðàìåòðîâ� è �0 ðÿäû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ áûñòðî

ñõîäÿòñÿ ïðè ÷àñòîòàõ !, â äåñÿòêè ðàç ïðåâûøàþ�ùèõ ïîòåíöèàë èîíèçàöèè jEnj ðàññìàòðèâàåìîãîñîñòîÿíèÿ jnli. Âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ ñõîäè�ìîñòè ðÿäîâ øòóðìîâñêîãî òèïà äëÿ ñîñòàâíûõìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïåðåõîäîâïðè íàäïîðîãîâûõ ýíåðãèÿõ äåëàåò ïåðñïåêòèâíûìèñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèé òèïà (6) è â ðåëÿòè�âèñòñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèéðýëååâñêîãî è êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèé ðåíòãåíîâ�ñêîãî è 
-èçëó÷åíèé ìíîãîçàðÿäíûìè èîíàìè èëèâíóòðåííèìè îáîëî÷êàìè àòîìîâ ñ áîëüøèì Z, àòàêæå â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñâÿ�çàííûõ ñîñòîÿíèé, òðåáóþùèõ íåïåðòóðáàòèâíîãî(ïî ïàðàìåòðó �Z) ó÷åòà ñèëüíîãî êóëîíîâñêîãîïîëÿ íà ýëåêòðîí â âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå ÈÍÒÀÑ-�ÔÔÈ (ãðàíò �97-673), �ÔÔÈ(ãðàíò �00-02-17843), Êîíêóðñíîãî öåíòðà �óíäà�ìåíòàëüíîãî åñòåñòâîçíàíèÿ è ïðîãðàììû ¾Óíèâåð�ñèòåòû �îññèè � �óíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ A1. Èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè (19) è âûðàæåíèÿ (18)ñëåäóåò òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ¾áèëèíåéíûå �îð�ìû¿, êîòîðûå ñîäåðæàò �óíêöèè 2F1 è F1:2F1(�n; l+1��; 2l+2; z)l + 1� � ��F1(l+1��;�n0; n0+2l+2; l+2��; y; y0)�� (1�y)n0(1�y0)n0+2l+2 nXp=1Cpn(�z)p (l+2+��p)p�1(2l+2)p �� 2F1(�n+p; l+1��+p; 2l+2+p; z)�� F1(�p+ 1;�n0; n0 + 2l+ 2;l + 2 + � � p; 1=(1� y); 1=(1� y0)) == 2F1(�n0; l+1��; 2l+2; z0)l+ 1� � ��F1(l+1��;�n; n+2l+2; l+2��; 1=y; y0)�� (1� 1=y)n(1� y0)n+2l+2 n0Xp=1Cpn0(�z0)p (l + 2 + � � p)p�1(2l + 2)p �� 2F1(�n0+p; l+1��+p; 2l+2+p; z0)��F1(�p+ 1;�n; n+ 2l+ 2;l + 2 + � � p; 1=(1� y); 1=(1� y0)): (A.1)Îñîáûé ñëó÷àé âîçíèêàåò ïðè ñîâïàäàþùèõ ñâîáîä�íûõ ïàðàìåòðàõ �0 = �. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó �0 ! �66



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Îáîáùåííûå øòóðìîâñêèå ðàçëîæåíèÿ : : :â (A.1), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå â çàïèñè ÷å�ðåç ïîëèíîìû è �óíêöèè Ïîëëà÷åêà èìååò âèäqln>pln<�qln<pln> = (�1)n< (n<+1)2l+1(n>+1)2l+1(2l+1)! �� 2(4��)n<+1 (�� �)n>+n<+1(�+ �)n>�n<�1 �� n>Xp=n<+1Cpn>(�z)p (�p+1)n<(l+2+�+n<�p)p�n<�1(2l+2)p �� 2F1(�n>+p; l+1��+p; 2l+2+p; z)�� 2F1(�p+ 1 + n<; n< + 2l+ 2;l + 2 + � + n< � p; (�+ �)2=4��); (A.2)ãäå n< = minfn; n0g, n> = maxfn; n0g.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n< = n = n> � 1 èç (A.2)ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåq+ln pln�1 � q+ln�1pln = 2(n+ 1)2l; (A.3)êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ óñëîâèÿñèììåòðèè (19):glk k�1(�;�; �) = glk�1 k(�;�; �):Îòìåòèì, ÷òî â [10, �îðìóëà (À.18)℄ ñîîòíîøåíèå(A.3) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾âðîíñêèàí¿ ðåøåíèéòðåõ÷ëåííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (27).2. Ïðåîáðàçóåì âõîäÿùóþ â (17) �óíêöèþ2F1(k + 1; k + 2l + 2; k + l + 2 � �;x), èñïîëüçóÿèçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ [5℄:dkdxk 2F1(1; 2l+2; l+2��;x) = k!(2l+2)k(l+2��)k�� 2F1(k + 1; k + 2l+ 2; k + l + 2� �;x);2F1(1; 2l+2; l+2��;x) = (l+1��)x��l�1�� (1� x)���l�1 xZ0 tl��(1� t)l+� dt: (A.4)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì(l+1��)�1 2F1(k+1; k+2l+2; k+l+2��;x) == (l + 2� �)k(2l+ 2)k k! 24 kXp=1Cpk dk�pdxk�p �� �x�l�1+�(1�x)�l�1��� dp�1dxp�1 �xl��(1�x)l+��++ dkdxk �x�l�1+�(1� x)�l�1����� xZ0 tl��(1� t)l+�dt35 : (A.5)

Âûðàæàÿ ïðîèçâîäíûå â (A.5) ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêèå ïîëèíîìû (ñì. (14)) è ïåðåõîäÿ â íèõ ê îáðàò�íîìó àðãóìåíòó,2F1(�k;�k� 2l� 1;�k� l+ �;x) = (2l+ 2)k(l + 1� �)k �� (�x)k2F1(�k; 1 + l � �; 2l + 2;x�1);ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:2F1(k + 1; k + 2l + 2; k + l + 2� �;x) == (l+2��)kk! (1�x)�k 2F1(�k; l+1��; 2l+2;x�1)�� 2F1(1; 2l+ 2; l + 2� �;x)�� (l + 1� �)k+1(2l + 2)k k! (1� x)�k �� kXp=1Cpk (2l+ 2)k�p(� � l)p�1(�x)�p �� 2F1(�k + p; l+ 1� �; 2l + 2; x�1)�� 2F1(�p+ 1; 2l+ 2� p; l+ 2� � � p;x) : (A.6)Ïîäñòàâëÿÿ (A.6) â (17), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (21)è (22).3. Äëÿ âûâîäà �îðìóëû (23) èñïîëüçóåò�ñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå �óíêöèè ÓèòòåêåðàM�;l+1=2(2r=�) ïî ïîëíîé ñèñòåìå �óíêöèé ØòóðìàSnl(2r=�):1Xk=0�����+��k 2F1(�k; l+1��; 2l+2; z)Skl(2r=�) == ��2 � �24�� �l+1 �� + �� � ��� 1rM�;l+1=2(2r=�); (A.7)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ (11).Ôàêòè÷åñêè, (A.7) åñòü ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîãî âíóëå ðåøåíèÿ êóëîíîâñêîé çàäà÷è ñ (ïðîèçâîëü�íîé) ýíåðãèåé E ïî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîìó áà�çèñó Skl(2r=�). Äåòàëüíûé àíàëèç òàêèõ ðàçëîæå�íèé, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ, ñì.â [10, 62℄.4. Äëÿ âûäåëåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè �óíêöèè �ðèíàgl(E; r; r0) ïðè E > 0 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîò�íîøåíèå:2F1(1; 2l+ 2; l+ 2� �; z�1)l+ 1� � ++ 2F1(1; 2l+ 2; l + 2 + �; 1� z�1)l + 1 + � == �(l + 1� �)�(l + 1 + �)�(2l+ 2) z2l+2(z � 1)�+l+1 : (A.8)67 5*
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