
ЖЭТФ. 1999, том 116, выn. 2(8), стр. 717-730 

СТРУКТУРНАЯ устойчивоcrъ ДИСПЕРСНЫХ СИСТЕМ 
И КОНЕЧНОСТЬ ФРОНТА КОАГУЛЯЦИИ 

л Б. Дубовскuй* 

Институт вычислительной .математики Российской академии наук 

117951, .Москва, Россия 

Поступила в редакцию 23 февраля 1999 г. 

Выводится новая дискретная модель коaryляции, которая оказывается дискретной 

версией уравнения Оорта-Хулста-Сафронова. Покаэывается, что его ранее известная 

непрерывная версия позволяет, jj отличие от уравнения Смолуховского,.расс'lИТ!lТЬ рас­

пространение фронта коагуляции. Устанавливается связь между вьmолнением закона со­

хранения массы и конечностью фронта коагуляции, после чего делаются оценки момента 

нарушения закона сохранения массы для. некоторых классов ядер коагуляции. Одним из 

выводов является то, что закон сохранения массы может быть нарушен и в тех случаях, 

когда частицы примерно равных масс не могут коагулировать, что имеет место, напри­

мер, в гравитационной коагуляции. Сделаны оценки момента возникновения структурной 

неустойчивости системы для мультипликативных ядер коaryляции. 

PACS-94: 02.30.Rz; 05.20.Dd 

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

@1999 

Рассмотрим дисперсные системы, содержащие частицы разных масс, которые ис­

пытывают столкновения, приводящие к изменениям их масс. Обычно предполагается, 

что процесс коагуляции может быть рассмотрен как слияние двух сталкивающихся час­

тиц. Исходя из этого предположения запишем уравнение,Смолуховского [1,2]: 

de;, 1 i-1 00 

dt =;= 2 L Ki-j,jСi-jСj - Ci L Ki,jCj. 

j=1 j=1 

(1) 

в нещ,ерывном виде уравнение (1) записывается как [3] 

х 00 

ac(x,t) 1 j j at = 2 К(х - у, у)с(х - у, t)c(y, t)dy - с(х, t) К(х, у)с(у, t)dy. (2) 

о о 

Однако имеется и другая непрерывная коагуляционная модель Оорта-Хулста [4], 
записанная в удобной форме Сафроновым [5]. Эта модель используется в астрономии 
для анализа космических объектов (возникцовение звезд, планет, эволюция туманно­

стей, галактик, облаков космической пьmи и т.д.) [~7], в геофизике [8-12] и в техни­
ческих установках [9, 13]. 
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в этой статье мы выводим новое дискретное уравнение коагуляции и доказы­

ваем, что оно является дискретной версией уравнения коагуляции Оорта-Хулста­

Сафронова (разд. 3). Некоторые математические свойства дВУХ основных коагуляцион­
ных моделей различны, поэтому они могут быть рассмотрены как полезные дополнения 

друг друга. При этом МОЖНО получить новые результаты по кинетике коагуляции. 

В качестве примера такого полезного взаимодополнения мы вычисляем скорость 
фронта коагуляции, под которым имеется в виду смещение границы ненулевого зна­

чения функции распределения. Такие вычисления возможны лишь благодаря исполь­
зованию уравнения Оорта-Хулста-Сафронова. 

Далее ~ы отмечаем, что явление нарушения закона сохранения массы при ин­

тенсивной коагуляции происходит в те же моменты времени, когда фронт коагуля­

ции уходит на бесконечность при финитных начальных данных. Это наблюдение по­

,воляет выявить некоторые новые классы ядер коагуляции, приводящие к нарушению 

закона сохранения массы. Делаются оценки момента времени нарушения закона со­

хранения массы дисперсной системы при мультипликативных ядрах коагуляции вида 

К(х, у) = хСХуСХ, а: > 1. Делается выnод о том, что сохранение Ma~cы может быть на­
рушено в случаях, когда частицы примерно равных масс не могут коагулировать, что 

имеет место, например, при гравитационной коагуляции. 

Отметим, что терми, «нарушение закона сохранения массы», общепринятый в ма­

,vматической литературе по коагуляции, не точно отражает физическую суть явления. 

На самом деле никакого нарушения закона сохранения массы не происходит (система 

ведь замкнута!), а вся масса (или ее часть) собирается в одном бесконечно большом кла­

стере и, тем самым, перестает участвовать в кинетике коагуляции. В теории перколяции 

это называют перколяционным переходом, в теории полимеризации - гель-точкой, в 

астрофизике - коллапсом и т.д. 

2. ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ КОАГУЛЯЦИИ 

Рассмотрим дисперсную систему, обладающую следующими свойствами: 

1>. система достаточно разрежена, для того чтобы предположить, что взаимодейству­
ющие частицы не испытывают влияния других частиц; 

2) среднее время столкновений (микроскопическое время) существенно меньше, 
чем время изменения функции распределения; 

3) существуют с.пучаЙные силы, которые перемешивают дисперсную систему так, 
что дВижения частиц между актами столкновений (включая процесс их сближения) 

I . , 

являются статистически независимыми; 

4) массы (объемы) всех частиц пропорциональны некоторому то> О. 
Пусть рост частиц происходит в результате столкновений пар частиц с массами 

imo и jmo (здесь и далее для определенности мы предполагаем, что i ~ Л. Частицы с 
массами imo называются i-мерами, то - MaCC1j. наименьших частицв системе. 

Предположим, что столкновение i-Mepa и j-Mepa приводит к дроблению меньшего 
j-Mepa на j мономеров, которые мгновенно ПРl!.соединяются к i-Mepaм. Итак, в каче­
стве результата одного акта столкновений мы имеем (i + l)-меры(их j штук), а j-Mep 
исчезает. 

Из соображений баланса мы приходим к следующей кинетической модели: 

718 



ЖЭТФ, 1999, 116, выn. 2(8) Структурная устойчивость дисперсных систем . .. 

где Ci(t) - концентрация i-меров в момент времени t, Кц (i =f j) - как всегда, ядро 

коагуляции, характеризующее интеНСИВНОСТI1 столкновений i-меров и j-меров. Вели­

чина Ki,i равна половине интенсивности столкновений частиц с массой i. Это вызвано 
двойным уменьшением пар частиц при их взаимодействии .. 

Первое слагаемое в правой части (3) дает приток i-меров в дисперсную систему 
благодаря столкновениям (i - 1)-меров и мономеров, появившихся в результате дроб­

ления j -мера. Если i = 1, ТО это слагаемое полагается равным нулю. Второе слагаемое 
описывает уменьшение i-меров как результат слияния с ним мономеров. Множитель 

j в первом и втором слагаемых показывает, что j мономеров участвуют в одном столк­
новительном .акте. Третий член опщ:ывает уменьшение числа i-меров в результате их 

дробления. 

Если мы дополним уравнение (3) неотрицательными начальными данными Ci(O), 
то можно заметить, что его решения будут также неотрицательны. Действительно, за­

пишем (3) в следующей интегральной форме: 

Ci(t) = ехр {- j (tKi,jjCj(S) + 'f:Ki,jCj(S») dS} Х 
о з=\ з=' 

Х (Ci(Q) + j.exp {.] [t Ki,jjCj(S\) + 'f: Ki,jCj(S\)] dS\} Х 
о о з=1 1=' 

Х [,,-,(,) t кн;;';(')] d') . (4) 

Если начальные данные Ci(O) строго положительны, то для обрезанного ядра коагуляции 
Km,j = О, т, j 2: No, мы легко получаем положительность Ci(t) для всех i 2: 1, t > О, 
предполагая, что найдется момент времени to и число io такие, что Cio(tO) = О, что про­
тиворечит (4). Если начальные данные не являются строго положительными, то мы 

аппроксимируем их положительными начальными данными и получаем неотрицатель­

ность решения путем перехода к пределу. Эти рассуждения близки к [14,15]. Неотри­
цательность решения для необрезанных ядер коагуляции может быть получена нарЯдУ . 
с теоремой существования решения путем аппроксимации Кт,] последовательностью 

финитных ядер, порождающфс последовательность неотрицательных решений (4), пос­
ле чего делается переход к пределу - решению (4). 

Проверим, подчиняется ли уравнение (3) закону сохранения массы 

00 
def,"" . 

N 1 = L.; ZCi(t) = const. 
i=1 

(5) 

с этой целью мы умножаем (3) на i и суммИруем его по 1 S; i S; 00. Тогда получаем 

dN 00 i-1 .00, i 00 00 

_1 = '"" '"" iJE' 1 ·С· lС' - '"", '"" iJ'K ·С·С· - '"" '"" iK· ·с·с· dt . L.J L.J ,- ,1 ,- 1 L.J L.J ',1' 1 L.J L.J ',1' l' 
i=1 з=1 . ,=1 }=1 ,=1 j=i 

I 
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При этом в третьем слагаемом мы заменили порядок суммирования и ПРИlШIи к сум­

мированию по Е;'1 I:i=l' Затем во втором и третьем членах мы отделим слагаемые 
при j = i и сделаем замену i = i' + j', j = j'. Тогда получим 

dN1 ~~('+ ')'К ~~('+ ')'К -;U-= LJ LJ Z J J i+j-1,jСi+j-1 Сj - LJ LJ Z J J i+j,jCi+jCj-
i=1 j=1 i=1 j=1 -

00 00 00 

- "i(i + 1)К .с2 - ""J·K+· ·С·+ 'С' ~ '1.,'1. t L..J ~ '1. З,] '1. J З· 

i=1 i=1 j=1 

После ряда замен типа i 1-+ i + 1 получается нуль и, . таким образом, мы приходим к 
закону сохранения массы. 

3. ПЕРЕХОД К УРАВНЕНИЮ ООРТА-ХУЛСГА-САФРОНОВА 

Важным наблюдением является то, что переход к пределу то - О в (3) дает хорошо 
известную непрерывную модель коагуляции 

дс(х, t) . д . 
[ 

Х ] 00 дt = - дх с(х, t) ! уК(х, у)с(у, t)dy -! К(х, у)с(х, t)c(y, t)dy. (6) 

Действительно, для получения непрерывной формы уравнения (3) введем функцию рас­
пределения с(х, t), описывающую распределение частиц массой х в момент времени t, 
т. е. с(х, t)dx равно количеству частиц с массами от (х, x+dx) в момент t. Масса i-меров 
равна imo, поэтому Ci(t) = c(imo, t)mo. Поскольку Ki,j = K(imo,jmo), имеем 

Ki,jCi(t)cj(t) = K(imo, jmo)c(imo, t)c(jmo, t)m~. 

Следовательно, заменяя х = imo, получаем 

дC~,t) = __ 1 [C(X,t) X"f,OK(X,jmO)C(jmo,t)jmo-
t то j=1 

х/то-1 ] 

- с(х - то, t) ~ К(х - mo,jmo)c(jmo, t)jmo то-

00 

- с(х, t) L K(x,jmo)c(jmo, t)mo· 
j=i 

Поскольку эти суммы являются попросту интегральными суммами Дарбу, мы перехо­

дим к пределу то - О и получаем (6). Уравнение (6) бьmо выведено совершенно иными 
методами Оортом и Хулстом [4] и бьmо записано в форме (6) Сафроновым [5]. Итак, 
оказывается, что уравнение (6) является непрерывной формой нового дискретного урав­
нения (3). Интересно упомянуть, что ранее не бьmо дискретных версий уравнения (6). 
Обычно непрерывные предельные уравнения выводятся из их дискретных аналогов. В 

качестве примера можно указать на уравнение Смолуховского, которое было вначале 
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получено в дискретном виде (1) [1, 2], а затем его непрерывная форм& (2) бьmа выведена 

Мюллером [3]. Другой, более недавний пример может быть .наЙден в [16], где авторы 

сначала выведят дискретную мономер-
мономерную модель гетерогенного ката

лиза, а 

затем переходят к предельному уравнению в непрерывной
 форме. В этой связи упомя­

нем также работы [17-19]. Дополнительно отметим, что возможны и другие подходы к 

выводу коагуляционных моделей [20]. 

Некоторые рассуждения, имеющие небольшую общность с
 нашим выводом урав­

нения (3), могут быть наЙдены в [13, с. 131], где авторы отмечают связь между (6) и 

следующим процессом: 1 частиц массы х в течение времени Ы взаимодействуют с ма­

ленькими частицами массой p,/l, р, < х. Эта связь выводится на основе разложения в 

ряды некоторых функций и на основе «обрезания» этих ряд
ов без должного обоснования 

(ср. также с [8, с. 45] и [9, с. 154]). 

Уравнение Оорта-Хулста-Сафронова (6) может быть рассмотрено как модель не­

прерывного роста [5,9]. Действительно, если предположиtь, что все частицы рас
тут 

как результат присоединения более маленьких частиц, то п
ервый интеграл правой ча­

сти (6) равен dx/dt, а все первое слагаемое есть попросту изменение с(х, t) благодаря 

присоединению частиц с массами у, у < х. Значит, без последнего члена уравнение (6) 

является одномерным уравнением непрерывности с «плотнос
тью» с(х, t) .и «скоростью» 

dx/dt. Второй член в (6) ответствен за уход частиц массой х как результат их «седимен­

тации» на более крупные частицы. Итак, частица сохраня
ет свою «индивидуальность» 

'при столкновениях с меньшими частицами, но теряет ее 
при столкновениях с более 

крупными частицами. Другими словами, столкновения час
тиц массой х с меньшими 

частицами изменяет массу частиц х, а столкновения с бо
лее крупными частицами из­

меняют количество частиц с .массоЙ х. Эта процедура дает 
усредненную и сглаженную 

интенсивность роста всех частиц определ
енного радиуса. 

Стоит упомянуть, что в работах [6,7] уравнение (6) применялось к исследованию 

эволюции различных космических объектов. Аналогичный
 подход для коагуляцион­

ного роста, включающий малое количество одинаковых боль
ших капель, падающих в 

однородной, случайно распределенной взвеси меньших ка
пель, был использован для 

расчета коагуляционных процессов в атмосферных облака
х Телфордом [10], который 

решал уравнение Оорта-Хулста-Сафронова (6) без второго члена в правой части. В 

более поздних статьях [11, 12] было показано со'ответственно численно и аналитически, 

что метод [10] (и, следовательно, уравнение (6» дает результаты, подобные более из­

вестному кинетическому подХоду Смолуховского. Та.кже в работах [9, 13] ~азано, что 

уравнение (6) полезно и для исследования процессов в технических у'становках, испо
ль­

зующих двухфазные среды (в соплах и двигателях). 

4. РАСПРОСГРАНЕНИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Сушественнойразницей между рассматриваемыми модел
ями коагуляции является 

то, что, в отличие от уравнения Оорта-Хулста-Сафроно
ва (6), уравнение Смолухов­

ского (2) распространяет возмущения с бесконечной скоростью. Чтобы продем
онстри­

ровать это, положим К == 1 и дополним уравнение (2) финитными-начальными дан­

ными ео(х) = 00 - х), где ступенчатая функция О(х) = 1 при х ?: О и нулю при х < О. 

Нашей целью является показать, что в любой сколь угодно 
малый положительный мо­

мент времени функция распределения, подчиняющаяся у
равнению (2), становится не-' 
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нулевой при сколь угодно больших значениях аргумента х. 

Используя преобразование Лапласа, получаем для образа Лапласа Р(р, t) следую­
щее выражение: 

4(1- еР) 
Р(р t) - .,-----,--~-~....,--,---

, (2 + t)[p(2 + t) + t ехр( -р) - t] 

для нахождения оригинала найдем особые точки функции Р(р, t) на комплексной плос­
кости переменной р = а + ib, а, Ь Е R1• Обозначая 

2+t 
--=а:>1 

t ' 

получаем систему уравнений 

из которой имеем 

{ а:а = 1 - е-а cosb, 
а:Ь = е-а sinb, 

1 
а = - - bctgb, а:е 1 / Ol Ь = ebctgb sinb. 

а: 

Поэтому особыми точками являются точки рn = аn + ibn: 

Отметим, что . 

ЬN = 27гn + €n, Ь_n = -21гn - €n, n ~ 1, 
1 

аn = а-n = - - bnctgbn < о, n ~ 1, 
а: 

€n > о, €n --+ о, n --+ 00. 

21гn 
Сп"'" , n ~ 1, 

lп(21гn/е) + lпа: 
27Гn 

bnctgbn = b_nctgb-n ,..., 1 + --, 
€n 

1 
аn ,..., - -1па: -lп(27Гn). 

а: 

Выясним вид особенностей в точках рn. С этой целью найдем предел 

1· (р )С(р t) - 4(1 - е-РП ) 1· р - рn 
1т - рn ,- 1т .--"----"--

Р--+Р" (2 + t)t Р--+Рп а:р + е-Р - 1 

Рассмотрим подробнее последний предел: 

lim Р - рn = lim р - рn 
Р--+Р" а:р + е-Р - 1 Р--+Р" а:(р - Рn) + а:рn + е-(Р-Р")е-Рп - 1 

1 
---10. 
а: - е-Р" 

(7) 

для получения последнего равенства мы учли, что а:рn - 1 + е-РП = о, использовали 
разложение е-(Р-РП) в ряд по р - рn. Следовательно, точки рn являются полюсами пер­
вого порядка функции Р(р, t), что позволяет легко определить из (7) вычеты функции 
еРХ Р(р, t) в этих точках и записать решение уравнения (2) в виде 
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с(х, t) = L:+OO 4(1 _. e-Pn ) 

еРnЖ = 
, (2 + t)t(a - e-Pn ) 

n=-СХ) 
. 

Заменяя Рn = аn + 27Гin + {еn , р_ ... ;:: а ... - 21Гin - ie ... , окончательно получаем 

Следовательно, даже если начальные данные равны нулю пр
и х. ~ 1, решение мгно­

вецно становится положительным ~ сколь угодно больши
х значений х. Действитель­

но, если бы нашелся момент времеirn to > О и отрезок [х!, Х2] такие, ЧТО в этом отрезке 

с(х, to) ;:: О, то разложение этой нулевой функции по базису!) 

(9) 

дало бы нулевые коэффициенты, что не соответствует (8). 

Следовательно, ненулевое начальное значение распростра
няется с бесконечной 

скоростью. Этот недостаток подобен, например, свойству ура
внения теплопроводности 

и мате~атически означает, что уравнения (1), (2) обладают параболическими свойства-

ми. 

в отличие от уравнения Смолуховского, уравнение (6) не обладает таким недостат­

ком. Действительно, можно переписать (6) в следующем виде 

где 

, 

ос(х, t) 'ос(х, t) , . (Ж ) 
ot ' + v(~, t) ох = -с(х, t) [у о!К(х, у)с(у, t)dy 

·00 

-хК(х, х)с2(х, t) - с(х, t) J К(х, у)с(у, t)dy, 

Ж 

Ж 

v(x, t) = J уК(х, у)с(у, t)dy 

о 

(10) 

'1) Точнее, речь идет о базисе, который получается из (9) путем добавления константы и всевозмож- . 

ных произведений элементов (9), что на осltовании теоремы Стоуна-Вейерштрасса и порожцает 

на каждом компакте из [Хо, (0) всюду плотную алгебру. 
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и д!К(х, у) означает дифференцирование К по первому аргументу. Пусть x(s) - ре­
шение характеристического уравнения dx/dt = v(x, t). Тогда подстановка 

ф, ') ~ ехр{ - i [к(х«), x(,))~*), ')Х(') - /,уа,к(х(,), у)с(у, ,)dy -

-1 к(х(,), у)с(у, ')dY] d, }и(х, ') (11) 

Ж(S) 

дает 

дu(х, t) ( )дu(х, t) - О 
Bt + v х, t дх -. (12) 

Из (11) мы видим, что функции с(х, t) и u(х, t) равны или не равны нулю в одних и 
тех же точках. Характеристическое уравнение для (10), (12) имеет следующий вид: 

dx 
dt = v(x, t). (13) , 

Из простого уравнения (12) заключаем, что если ео(х!) = О, то с(х!, t) становится поло­
жительным не раньше чем в момент t!, когда первая характеристическая кривая x(s) с 
ненулевым начальным значением ха прибудет в точку Х!. 

Таким образом, уравнение (6)' обеспечивает физически разумную ограниченность 
скорости распространения возмушений и тем самым позволяет вычислить коагуляцион­

ный фронт2). Математически это означает, что уравнение (6) обладает оqределенными 
гиперболическими свойствами. 

5. НАРУШЕНИЕ ЗАКОНА СОХРАНЕНИЯ МАССЫ. ЯДРА К(х, у) = (ху)О< 

Основываясь на раССуЖДениях предыдущего раздела, оценим коагуляционный 

фронт в некоторых случаях. Пусть ео(х) = О, если х ~ Ха. Тогда характеристиче­

ская кривая с началом в точке Ха разделяет плоскость на две части так, что с(х, t) = О, 
если точка (х, t) находится справа от характеристики. Эту характеристическую кривую 
мы называем граничной характеристикой или коагуляционным фронтом. Из уравнения 

характериtтик (13) видим, что фронт коагуляции удовлетворяет следующему уравнению 

ж • 00 

~~ = J уК(х, у)с(у, t)dy = J уК(х, у)с(у, t)dy (14) 

а о 

с начальным значением х(О) = Ха. 
Значит, если К(х, у) = с = const, то 

(15) 

2) Напомним, что под фронтом коагуляции мы понимаем смещение границы ненулевого значения 
функции распределения. 
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где N 1 - постоянный первый момент решения. 

Аналогично можно показать, что для 8ДЦИтивного ядра ко
агуляции (т. е. при 

К(х, у) = (х + у» значение фронта коагуляции имеет вид 

/ (16) 

так что в случае аддитивных ядер коагуляции коагуляционны
й фронт движется быстрее, 

чем для постоянных ядер, что вполне ест
ественно. 

Оценим коагуляционный фронт для мультипликативного я
дра К(х, у) = ху. Из 

(14) мы видим, что 

x(t) ~ х,ехр (! N,(s){/., ) . 

для уравнения Смолуховского (2) получаем неограниченность второго момента 

N2(t) в критический момент t cr = [N2(O)]-1 : 

Воспользуемся соотношениями 

00 00 ! ykc(y)dy ::; ~ !yk+1C(y)dY, 

с учетом которых для модели Оорта-Хулста-Сафронова м
ы также получаем неогра­

ниченность второго момента для мультипликативного ядра
 К(х, у) = ху: 

N 2(O) < < N 2(O) 
. 1 - N 2(O)t/2 - N2(t) - 1 - N 2(O)t' 

В этом случае [N2(O)]-1 ::; t cr ::; 2[N2(O)J,-1 .. 

Итак, можно видеть, что коагуляционный фронт уходит 
на бесконечность при 

t -+ t cr . 

Обратим внимание на другой эффект влияния бесконечно
сти - на нарушение за­

кона сохранения массы в тот же самый критический момент
 t cr . Хорошо известно, что 

этот эффект для уравнения Смолуховского (2) вызван обращением в бесконечность вто­

рого момента решения N2 (см., например, [14,21-26]). Таким образом, оказывается, что 

уход коагуляционного фронта на бесконечность означает н
арушение закона сохранения 

массы. Это наблюдение позволяет установить нарушение за
кона сохранения Mac~ы для 

ряда других ядер коаГУЛЯЦИfl, которые р
анее не поддавались анализу. 

Рассмотрим ядра К (х, у) = ха уа, а > 1. Оценим время возникновения структур­

ной неустойчивости систеМы, при которой происходит нар
ушение'закона сохранения 

массы. Решая уравнение (14) с данным ядром, ПО-11УЧаем 
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х·-' ~ { x~[-' - (а - [) i N,+.(s)ds } -, (17) 

Здесь, как обычно, символом Nk(t)" обозначен k-ый момент функции распределения. 
Из (17) видим, что коагуляционный фронт уходит на бесконечность не позже, чем 
(а + 1)-ый момент решения станет бесконечным. Оценим NI+Ot(t). с этой целью про­
интегрируем (2) с весом x k : 

00 00 

Nk(t) 111 -;[t = "2 К(х, у)[(х + y)k - x k _ yk]C(X, t)c(y, t)dx dy. (18) 
о о 

Воспользуемся следующим неравенством, доказательство которого можно найти в При­
ложении: 

(19) 

Тогда при k = I = 1 + а получаем 

d~~+a ~ (2 Ot _ l)N(21 +ЗOt)/2 ~ (2а - 1)Nl+a(t), t ~ О. (20) 

Из (20) следует, что уход на бесконечность коагуляционного фронта, а вместе с ним 
и нарушение закона сохранения массы произойдут в системе не позже, чем в момент 
времени 

когда Nl+a равен бесконечности. Из (20) следует также, что NI+Ot и N(I+ЗOt)/2 обращаются 
в бесконечность одновременно. Применяя" n раз неравенство (19) и подставляя каждый 
раз результат в (18), получаем 

n ~ 1, t ~ О. 

Все интегральные моменты в этой цепочке одновременно становятся бесконечно боль­
шими. Устремляя n к бесконечности, 

. 1 + (2n +1 - 1)а 
lim 2 = 2а, n-+оо n 

. устанавливаем, что нарушение сохранения массы происходит не позже обращениц N 2a В бесконечность. Поэтому оценим N 2a • ПодставиМ: в (18) k = 2а и вновь воспользуемся 
неравенством (19): 

Значит, 

dN2a (t) > (22<>-1 _ 1) N 2 (t) t > О. dt - ~ , -

t cr ~ [(22Ot- I - 1) N2Ot (0)г l , 
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где t cr - критический момент нарушения закона сохранения м
ассы системы. 

Orметим, что вд1) получен разумный.с физической точ
ки зрения результат: чем 

меньше интенсивность слияний крупных частиц (чем меньш
е а), тем позже нарушается 

закон сохранения массы. Оценка (21) при а = 1 переходит в известное значение 

для ядра К(х, у) = ху. 

6. НАРУШЕНИЕ ЗАКОНА СОХРАНЕНИЯ МАССЫ для ДРYfИХ ЯДЕР
 КОАГУЛЯЦИИ 

Здесь мы развиваем подход предыдущего раздела, чтобы оценить момент в
ремени 

нарушения закона сохранения для следу
ющих ядер коагуляции 

К(х ) = {. а(х)Ь(у), х ~ У.' 
,у а(у)Ь(х), х ~ у. 

(22) 

Уравнение характеристики, выходящей из максимальной т
очки Ха, в которой финитные 

начальные данные становятся равными нул
ю, принимает тогда вид 

так что 

Значит, если 

. . 

00 

dx J dt = а(х) у.Ь(у)с(у, t)dy, 

о 

Х t 00 

f a~:) = J J уЬ(у)с(у, s)dy ds. 

хо а а 

00 J dx 
а(х) < 00, 

а 

(23) 

(24) 

те найдется конечный критический момент времени
 tcr < 00, в который коагуляци­

онный фронт X(t) уходит на бесконечность, что, как показано в предыдушем раздел
е 

на феноменологическом уровне строгости, означает возник
новение нарушения закона 

сохранения массы системPI. 

Если же функция а(х) достаточно мала и не удовлетворяе
т неравенству (24), то 

из (23) заключаем, что критический момент времени наступает, когда правая 
часть (23) 

становится бесконечной. Например, при Ь(х) = хfЗ критическое время наступает в мо­

мент обращения в бесконечность (1 + fЗ)-го момента решения N1+fЗ(t). 

Важным выводом их этих наблюдений является то, что при
 выполнении неравен­

ства (24) критический момент времени наступает при любой функции Ь(х). Нап
ример, 

если 

а(х) = х1+е, е: > О, Ь(х) = ехр(-х), 
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то 

К(х,х) = xJ+o ехр(-х) -+ О, х -+ 00 . 

. Тем не менее, закон сохранения массы нарушается. Все ранее известные ядра, допус­
кавшие нарушение закона сохранения массы, принимали преобладающие значения при 
равных аргументах, т. е. К(х, х) ~ К(х - у, у), о $;. у $; х. При этом К(х, х) -+ 00 
при х -+ 00. Следовательно,' природа нарушения закона сохранения лежит не толь­
ко в интенсивной коагуляции частиц примерно равных масс. Это наблюдение важно \ при анализе, например, гравитационной коагуляции, когда частицы равных масс не 
коагулируют. 

7. ВЫВОДЫ 

Получена новая дискретная модель коагуляции, являющаяся дискретной версией 
ранее известного непрерывного уравнения Оорта-Хулста-Сафронова. 

Если ядро коагуляции К(х, у) растет достаточно медленно, то закон сохранения 
массы справедлив для всех описанных видов коагуляции. Также имеет место закон дис­
сипации частиц. Как обычно, изменение подынтегрального выражения К(х, у)с(х)с(у) 
на К(х, у)с(х)с(у) - Р(х, у)с(х + у) приведет к учету и процессов дроблениЯ. 

Показано, что уравнение Смолуховского распространяет возмущения с бесконеч­
ной скоростью. Этого недостатка лишено уравнение Оорта-Хулста-Сафронова, по 
которому, следовательно, можно оценить скорость коагуляционноro фронта, что мы 
демонстрируем в ряде случаев. 

Наконец, мы устанавливаем, что коагуляционный фронт уходит на бесконечность в 
тот же самый критический момент времени, когда происходит нарушение закона сохра­
нения массы. Это наблюдение позволяет рассчитать возникновение нарушения закона 
сохранения массы для ряда важных классов ядер. 

Автор благодарен В. И. Агошкову, А. Э. Ариншгейну и В. П. Шутяеву за интерес 
к работе и полезные обсуждения. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь­
ных исследований (грант NQ 99-01-0qЗЗ6). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Биномиальное неравенство 

Докажем биномиальное неравенство (19), которое использовалось в разд. 5: 

Отметим сразу, что оно справедливо и при О$; i $; 1, а при i $; О и при 1 $; i $; 2 оно • 
меняет знак. 

Обозначим х = ty и предположим без ограничения общности, что x.~ у. Тогда (19) 
можно записать в виде 

r(i, t) ~ (1 + t), - 1 - (У - (2'"1 - 2){У/2 ~ О, 
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Заметим, что 

т(-у, 1) == О, T~(')', 1) == О, ')':::: 2. (П.2) 

Дважды дифференцируя (П.1), получаем 

T~~(')', t) = ')'(')' - 1) [(1 + ооу-2 - t-r-2] - ~')'(')' - 2) (2ОУ- I - 1) t(-r-4)/2, (П.3) 

откуда устанавливаем положительность T~~(')', 1) при')' Е [2, (0). Покажем, что функция 
T~~ возрастает по t при')' Е [2, (0). 

Сначала рассмотрим отрезок')' Е [3,4]. Тогда с ростом t выражение в квадратных 
скобках в(П.3) увеличивается, а вычитаемое в правой части (П.3) уменьшается. Значит, 

вторая производная T~~ положительна при t Е [1, (0), ')' Е [3,4], так что в силу (П.2) 
устанавливаем неотрицательность Т(')', t) :::: О, t:::: 1, ')' Е [3,4]. 

для доказательства возрастания T~~ по t при')' :::: 4 рассмотрим следующую произ­
водную: 

r~~t = ')'(')' - 1)(')' -~) [(1 + tр-З - t-r- з] - ~')'(')' - 2)(')' - 4) (2оу- 1 - 1) t(-r-6)/2. (П.4) 

Выражение в квадратных скобках в (П.4) увеличивается с ростом t при')' > 4, а вычи­
таемое не возрастает при ')' ~ 6. Следовательно, утверждение о возрастании функции 
r по {справедливо и для ')' Е [4,6]. 

Аналогично, дифференцируя (П.4) необходимое число раз, устанавливаем, что 

Т(')', t) :::: О, ')' Е [3, (0), t Е [1, (0). (П.5) 

Теперь рассмотрим полуинтервал ')' Е [2,3), на котором функция T~~ убывает по 
t. Покажем, однако, что она остается положительной. Из (П.3) следует, что для этого 
достаточно выполнения неравенства 

v(')', t) ~ (1 + tp-2t2--r/2 - е/2 :::: 2~ -=- 21) (2оу- 1 - 1), ')' Е [2,3), t Е [1, (0). (П.6) 

Очевидно, что (П.6) верно при t = 1. Внеотрицательности производной v~(')', t), t :::: 1, 
можно убедиться путем замены и = г1 , t :::: 1. Итак, 

V~(,)"t):::: о, t:::: 1, ')' Е [2,3). (П.7) 

Из (П.5) и (П.7) и вытекает неравенство (19) . 
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