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Анализируется ряд .почти точно» решаемых моделей электронного спектра двумер

ных систем с развитыми флуктуациями ближнего порядка диэлектрического (например, 

антиферромагнитного) н сверхпроводяшего типов, приводяшими к образованию анизо

тропного псевдошелевого состояния на определенных участках поверхности Ферми. По
лучена рекуррентная процедура вычисления одиоэлектронной функции Гplfнa, эквива

лентная суммированню всех фейнмановских диаграмм, основанная на приближенном 

представлении вкладов диаграмм высших порядков. Проведены детальные расчеты спек

тральных плотностей и одноэлектронной плотности состояний. Анализируются преде

лы применимости и некоторые принципиальные вопросы обоснованности используемых 

приближений. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

в последние годы большой интерес вызывает наблюдение псевдощели в спектре 

элементарных возбуждений высокотемпературных сверхпроводников в области концен

траций носителей тока меньше оптимальных [1,2]. Соответствующие аномалии наблю
даются в целом ряде экспериментов, таких как измерения оптической проводимости, 

ЯМР, неупругое рассеяние нейтронов, фотоэмиссия с угловым разрешением (ARPES) 
(см. обзор [1]). Возможно, что наиболее яркие свидетельства существования этого не
обычного состояния были получены в ARРЕS-экспериментах [3,4], которые продемон
стрировали существенно анизотропные изменения спектральной плотности носителей 

тока в широкой области температур в нормальной (не сверхпроводящей) фазе этих си

стем (см. обзор [2]). Замечательной особенностью, проявившейся в этих эксперимен
тах, оказалось наличие максимума соответствующих аномалий вблизи точки (1Г, О) В 

зоне Бриллюэна при полном их отсутствии в направлении диагонали (точки (1Г,1Г», 

что фактически означает разрушение поверхности Ферми в окрестности точки (1Г, О) 

при сохранении фермижидкостного поведения в направлении диагонали. В этом смыс

ле обычно принято говорить о d-симметрии псевдощели, совпадающей с симметрией 

сверхпроводящей щели в этих соединениях [1,2]. В то же время сам факт наблюдения 
псевдощелевых аномалий при температурах, значительно превышающих температуру 

сверхпроводящего перехода, и в области неоптимальных концентраций носителей мо

жет указывать на совершенно другую природу этих аномалий, не связанную непосред

ственно с явлением куперовского спаривания. 
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Существует довольно много теоретических работ, в которых предпринимаются по

пытки дать объяснение наблюдающимся аномалиям. Можно выделить два основных 

направления этих исследований. Одно их них основано на картине формирования ку

перовских пар выше температуры сверхпроводящего перехода [1,5-7]. Другое направ
ление предполагает, что явления псевдощели обусловлены, главным образом, флукту

ациями антиферромагнитного (АРМ) ближнего порядка [8-12]. 
Довольно давно одним из авторов настоящей работы была предложена точно ре

шаемая модель образования псевдощели в одномерной системе за счет развитых флук

туаций ближнего порядка типа волны зарядовой (CDW) или спиновой плотности 
(SDW) [13-17]. В последнее время эта модель вызывает известный интерес в связи 

с попытками объяснения псевдощелевого состояния ВТСП-купратов [11,12,18-20]. В 
частности, в работах [11,12] было проведено весьма существенное обобщение данной 
модели на случай двумерной системы электронов, находящихся в случайном поле раз

витых спиновых флуктуаций (антиферромагнитного ближнего порядка). В развиваемой 

авторами работ [11,12] модели «горячих точек» на поверхности Ферми на основе фор
мальной схемы работ [15-17] удалось получить весьма детальное описание псевдощеле
вых аномалий в области достаточно высоких температур (область «слабой» псевдоще

ли). В работах [19,20] упрощенный вариант модели [13,14], соответствующий пределу 
очень больших корреляционных длин флуктуаций ближнего порядка, использовался 

для описания картины псевдощели, обусловленной развитыми флуктуациями сверх

проводящего (SC) ближнего порядка. В недавней работе [21] эта же упрощенная мо
дель применялась для анализа разложения Гинзбурга-Ландау (для различных типов 

куперовского спаривания) в системе с сильными флуктуациями CDW (SDW, АРМ)
типа, в рамках предложенной в этой работе модели «горячих участков» на поверхности 

Ферми. Вместе с тем в работе [22], посвященной детальному обзору модели [13-17], 
было указано на некоторую ошибку, допущенную в ранних работах [15-17] при анали
зе случая конечных значений корреляционной длины флуктуаций ближнего порядка. В 

работе [12] бьmо отмечено, что эта некорректность вряд ли играет существенную роль, 
особенно при анализе двумерной модели «горячих точек», представляющей основной 

интерес с точки зрения физики ВТСП-систем. 

Целью настоящей работы является подробный анализ ряда принципиальных аспек

тов рассматривае:мой «почти точно» решаемой модели в основном в применении к дву

мерному случаю. При этом мы рассмотрим как случай флуктуаций ближнего порядка 

CDW (SDW, AFМ)-типа в модеJJИ «горячих точек» [11, 12], так и возможности примене
ния модели в картине флуктуационного куперовского спаривания [7,19,20] (ближнего 
порядка SС-типа), в том числе особенно интересного случая спаривания d-типа. По

мимо общего анализа степени надежности схемы работ [11-17] мы проведем детальные 
расчеты поведения спектральной плотности и одноэлектронной плотности состояний 

как для модели «горячих точек» [11, 12], так и в картине флуктуационного куперовского 
спаривания. 

2. МОДFЛЬ ГОРЯЧИХ ТОЧЕК 

1. Описание модели и «почти точное» решение для функции Грина 

Модель почти антиферромагнитной ферми-жидкости [23,24] основана на карти
не сильно развитых флуктуаций антиферромагнитного ближнего порядка в широкой 
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области фазовой диаграммы ВТСП-систем. В этой модели вводится Эффективное, взаи

модействие электронов со спиновыми флуктуациями, описываемое динамической спи

новой восприимчивостью Хч("")' форма которой определялась из подгонки к данным 

ЯМР-экспериментов [24]: 

(1) 

где 9 - константа связи, ~ - корреляционная длина спиновых флуктуаций, Q = 
= (7Г / а, 7г / а) - вектор антиферромагнитного упорядочения' в диэлектрической фазе, 

""8/ - характерная частота спиновых флуктуаций, а - постоянная (квадратной) ре

шетки. 

Поскольку динамическая спиновая восприимчивость Хч("") имеет пики при волно

вых векторах в окрестности (7Г/а,7Г/а), в системе возникают два типа квазичастиц

горячие квазичастицы, импульсы которых расположены в окрестности горячих точек 

на поверхности Ферми, и холодные, импульсы которых находятся вблизи участков по

верхности Ферми, окружающих диагонали зоны Бриллюэна Ip",1 = Ipyl [11,12]. Эта 
терминология связана с тем, что квазичастицы из окрестности горячих точек сильно 

рассеиваются на вектор порядка Q за счет взаимодействия со спиновыми флуктуация
ми (1), тогда как для частиц с импульсами вдали от «горячих точек» это взаимодействие 
является достаточно слабым. 

В дальнейшем мы будем рассматривать случай достаточно высоких температур, ко

гда 7ГТ » ""8/' что соответствует области «слабой псевдощели» на фазовой диаграм
ме [11,12]. В этом случае спиновая динамика неСуШественна и можно ограничиться 
статическим приближением: 

(2) 

где t. - эффективный параметр размерности энергии, который в модели AFМ-флук
туаций может быть записан как [12]: 

t.2 = g2T L Xq(i""m) = g2(8;) /3, (3) 
тч 

где 8 i - спин на узле решетки (ионе Си в плоскости СиО2 для ВТСП-купратов). В 

дальнейшем для нас t. (также как и ~) является просто феноменологическим параметром 
теории, определяющим эффективную ширину псевдощели. 

СуШественное упрощение расчетов возникает, если от (2) перейти к модельному 
взаимодействию вида (ср. аналогичную модель в [8]): 

(4) 

где д2 = t.2/4. Фактически выражение (4) качественно вполне аналогично (2) и мало 
от него отличается количественно в наиболее интересной области Iq _ QI < ~-l. 

Рассмотрим поправку первого порядка по Veff к собственно-энергетической части 
электрона, представленную диаграммой на рис. 10: 
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Рис. 1. Диаграммы для собственно-энергетической части первого и второго порядков по 

взаимодействию с Флуктуациями ближнего порядка 

(5) 

Основной вклад в сумму по q дает область вблизи Q = (1Г/а,1Г/а). Тогда, записывая 

~p+q = ~p+Q+k ~ ~p+Q + vp+Qk, 

где v~+Q = a~p+Q/apa., и вычисляя ИН"Iеграл по k, получаем1): 

/12 

~(€n' р) = . с (1 х 1 1 у 1)' , 
Z€n - <"p+Q + Vp+Q + Vp+Q Х;Slgп€n 

где х; = ~-1. 
Спектр исходных (свободных) квазичастиц возьмем в виде [11,12] 

~p = -2t(cospxa + cospya) - 4t' cospxacospya, 

(6) 

(7) 

(8) 

где t - интеграл переноса между ближайшими соседями, а t' - между вторыми ближай
шими соседями на квадратной решетке, JL - химический потенциал. При анализе ре

альных ВТСП-систем в работах [11, 12] принималось, например, t = 0.25 эВ, t' = -0.45t 
для УВа2СUЗО6+6, а JL определялся концентрацией дырок. Ниже мы увидим, что пред
ставляет сушественный интерес проанализировать ситуацию при различных соотноше

ниях параметров t и t' . 

') В работах [11,12] исполъзовалась отличная от (4), но близкая по смыслу модель 

_ 2 2Г' 2Г' 
Veff(k)- 6, С-2 + k2 ~-2 + k2 ' 

.. 11 .L 

где kll(.L) - проекция вектора k параллельная (перпендикулярная) V,+Q, так что результат анало

гичный (7) имеет вид 

6,2 

~(C:n,p)=. С "1 1" . tc: - <,p+Q + t vp+Q I\;sJ.gnC:n 
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Рассмотрим поправки к собственно-энергетической части второго порядка, пока

занные на рис. 1б, в. -с учетом (4) получаем 

:Е(б) = /:,,4 J dk1 J dkz . """" "" "" х 
1r2 1rz ",,2 + kr" ",,2 + kty ",,2 + k~" ",,2 + k~y 

1 1 
Х ic:n _ ~p+Q _ v:+Qk1" - v:+Qk1y ic:n - ~p - v:(k1x + k2,,) - V~(klY + k2y ) Х 

1 
Х . " у' ~c:n - ~p+Q - vp+Qk1x - vp+Qk1y 

(9) 

(10) 

где использовался вид спектра (8), откуда, в частности, следует ~p+2Q = ~P' Vp+2Q = Ур 
при Q = (1r/a,1r/a). Если знаки V: и V:+Q' а также V~ и V:+Q совпадают, то интегралы 
в (9) и (10) полностью определяются вкладами от полюсов лоренцианов, определяющих 
взаимодействие с флуктуациями ближнего порядка, и после элементарного контурного 

интегрирования получаем2) 

Здесь и далее полагаем для определенности с:n > О. Нетрудно убедиться, что в случае 
совпадающих знаков проекций скоростей аналогичным образом вычисляются вклады 

любых диаграмм высших порядков. Соответственно, вклад произвольной диаграммы 

для собственно-энергетической части N-ro порядка по взаимодействию (4) имеет вид 

(12) 

где ~j = ~p+Q и Vj = IV:+QI + Iv:+Qr для нечетных j и ~j = ~p и vj = Iv: I + Iv~1 для четных j. 
Здесь nj - число линий взаимодействия, охватывающих j-ю функцию Грина в данной 

диаграмме. 

В этом случае любая диаграмма с пересечением линий взаимодействия оказывается 

равной некоторой диаграмме того же порядка без пересечения этих линий. Поэтому, 

2) В модели Veff, использованной в [11,12], в случае vpvp+Q > О аналогичным образом получается 

4 • 1 1 
1:(6) = 1:(в) = д [ic: n _ ~P+Q + ilvp+QIK]2 ic:n - ~P+Q + i2lvpl(1 cos ФI + I sinФI)к' 

где Ф - угол между Ур и Vp+Q. 
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фактически, можно рассматривать лишь диаграммы без пересечения линий взаимодей

ствия с учетом вклада диаграмм с пере сечением с помощью дополнительных комбина

торных множителей в вершинах взаимодействия. Такой метод был впервые использо

ван (для ДРугОй задачи) в работе Елютина [25] и применялся для одномерной модели 
псевдощелевого состояния в цитированных выше работах [15-17]. 

В результате для одноэлектронной функции Грина возникает следующее рекуррент

ное соотношение (представление в виде цепной дроби [15-17]): 

(13) 

(14) 

где ~k = ~p+Q и Vk = IV:+QI + IV:+QI при нечетных значениях k, ~k = ~p И Vk = Iv:1 + Iv~1 
при четных k. Комбинаторный множитель 

v(k) = k (15) 

соответствует рассматриваемому нами случаю соизмеримых флуктуаций с Q = 
= (1Г/а,1Г/а) [15]. Не составляет труда рассмотреть и случай несоизмеримых флуктуа
ций, когда Q не «привязан» К периоду обратной решетки. В этом случае диаграммы, в 
которых линии взаимодействия охватывают нечетное число вершин, оказываются суще

ственно меньше диаграмм, у которых линии взаимодействия охватывают четнЬе число 

вершин. Поэтому можно учесть только эти последние диаграммы [13-17]. В этом случае 
рекуррентное соотношение (14) сохраняется, но комбинаторика диаграмм, а следова
тельно, и множители v(k) изменяются [15]: 

{ k; 1 при нечетных k 
v(k) = k 

2 при четных k 

(16) 

В работах [11,12] учтена спиновая структура взаимодействия в рамках модели «почти 
антиферромагнитной» ферми-жидкости (спин-фермионная модель [12]). Оказывается, 
что ее учет приводит к более сложной комбинаторике диаграмм в соизмеримом случае 

Q = (1Г/а,1Г/а). А именно, рассеяние с сохранением спина дает формально соизмери
мую комбинаторику, тогда как рассеяние с лереворотом спина описывается диаграм

мами несоизмеримого случая (<<заряженного» случайного поля в терминологии [12]). В 
результате рекуррентное соотношение для функции Грина по-прежнему имеет вид (14), 
но комбинаторный множитель v(k) имеет вид [11,12] 

{ 
k+2 
-3- при нечетных k 

v(k) = k 

'3 при четных k 

(17) 

Как уже отмечено выше, решение (14) получается при условии, что знаки проек
ций скоростей v:+Q(v:+Q) и v:(v~) совпадают. Ниже мы еще проанализируем условия, 
когда это действительно так. В случае, когда знаки этих проекций разные, интегралы 
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типа (9) и (10), соответствующие поправкам высших порядков, не могут быть вычисле
ны столь простым образом, поскольку в них начинают играть роль вклады от полюсов 

электронных функций Грина. При этом вместо простых ответов типа (11) возникают 
гораздо более громоздкие выражения, и, что более существенно, исчезает сам факт ра

венства широких классов диаграмм с пересекающимися и непересекающимися лини

ями взаимодействия, который и позволяет провести систематизацию вкладов высших 

порядков и получить «точное» решение (14). Данная проблема существенна только при 
рассмотрении случая конечных корреляционных длин флуктуаций ~ = ~-1, В пределе 
~ -+ oo(~ -+ О) точное решение для функции Грина не зависит от скоростей Vp и Vp+Q 

И может быть легко получено в аналитическом виде при помощи метода работ [13,14] 
(см. также [12]). В одномерной модели, рассмотренной в работах [13-17], знаки соответ
ствующих проекций скоростей всегда разные (они соответствуют электронам, летящим 

«вправо» И «влево»). Именно это обстоятельство было отмечено в недавней работе [22}. 
В Приложении А мы достаточно подробно проанализируем эти трудности для одно

мерного случая и покажем, что использованный в [15-17] анзатц типа (12) для вкладов 
диаграмм высших порядков и решение (14) дают фактически очень хорошее приближе
ние даже в случае проекций скоростей разных знаков. Очевидным образом это решение 

является точным в пределах ~ -+ 00 (~ -+ О) и ~ -+ О (~-+ 00), обеспечивая достаточно 
корректное (количественно) описание в области конечных корреляционных длин. 

2. Анализ спектра 

для энергетического спектра (8) нетрудно указать условия (соотношения парамет
ров t, t' и j.t), при которых решение (14) является точным. Прежде всего определим 
область параметров t, t' и j.t, когда на поверхности Ферми существуют горячие точки, 

Т.е. точки, связанные вектором Q = (1Г/а,1Г/а). Если р = (Р",Ру) - горячая точка 
на поверхности Ферми, то точка р + Q = (р" + 1г / а, Ру + 1г / а) также должна лежать на 
поверхности Ферми, что для спектра (8) сводится к требованию , 

-2t(cosp"a + cospya) - 4t' cosp"acospya - j.t = О, 
2t(cosp"a + cospya) - 4t' cosp"acospya - j.t = О. 

Отсюда получаем условия существования горячих точек в виде 

и 

Таким образом, горячие точки на поверхности Ферми существуют, если 

О ~ j.t/4t' ~ 1. 

(18) 

(19) 

(20) 

Определим теперь область параметров t, t' и j.t, где решение (14) является точным, из 
условия положительности произведений V:V:+Q и V~V~+Q' Имеем: 
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VYV Y = 16t,2a2 sin2p а [cos2p а _ (.!.-)2] (21) 
р p+Q У ж 2t' . 

Легко видеть, что для существования точек на поверхности Ферми, где проекции скоро

стей имеют одинаковые знаки, необходимо выполнение неравенства It' /tl > 1/2. Нас, 
в основном, интересует окрестность «горячих точек», в которых с учетом (19): 

ж ж - у у - 4t2 2 (1 J1. ) (J1.t' 1) v p vp+Q - v p vp+Q - а - 4t' t2 - . (22) 

Таким образом, в горячих точках npоекции скоростей имеют одинаковый знак при вы

полнении условия 

J1.t' /t2 > 1. (23) 

Это же условие, очевидно, обеспечивает выполнение неравенства VpVp+Q > О, необхо
димого для спраRедливости решения (14) в модели [11,12]. 

На рис. 2 заштрихована область параметров, где существуют горячие точки· 

(О ~ J1./4t' ~ 1), и область, где при существовании горячих точек npоекции скоростей 
в них имеют одинаковые знаки (J1.t' > 1). На рис. 3 показаны поверхности Ферми, 
определяемые спектром (8), для различных значений химического потенциала J1. (за
полнений зоны) и для которых обсуждавшиеся выше условия либо выполняются, либо 

нет. 

З. Спектральная плотность и плотность состояний 

Рассмотрим спектральную плотность: 

А(Е,р) = _.!. ImGR(E,p), 
7г 

(24) 

где GR(E, р) - запаздывающая функция Грина, полученная обычным аналитическим 
npодолжением (13) на вещественную ось энергий Е. На рис. 4 приведены энергетиче
ские зависимости А(Е, р), полученные из (13), (14) с различными вариантами комбина
торных множителей (15), (16). Энергетическая зависимость спектральной плотности в 

t'lt 
3 

2 

-1 

-2 

-3 

-3 -2 -1 о 2 3 plt 
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Рис. 3. Поверхности Ферми, определяемые спектром (8), для различных значений химического 
потенциала J-L (заполнения зоны) и разных значений параметра t' ft. а) соответствует t' ft = -0.6 и 
следующим значениям J-Lft: -2.2 -1, -1.8- 2, -1.666 ... -3, -1.63~ 4, -1.6- 5,0- 6, 2-
7, решение (14) является точным вблизи горячих точек (npоекции скоростей имеют одинаковые 
знаки) при J-Lft < -1.666 ... , горячие точки существуют при J-Lft < о; б) соответствует t' ft = -0.4, 
что характерно для ВТСП-купратов, когда решение (14) является приближенным, и следующим 
значениям J-L/t: -2.2 - 1, -2 - 2, -1.6 -=- 3, -1.3 - 4; 0-5, 2 - 6, 4 - 7, горячие точ-

ки существуют при -1.6 < J-L/t < о 

случае комбинаторики спин-фермионной модели (17) качественно и даже количествен
но весьма близка к полученной n несоизмеримом случае (16) и для экономии места не 
приведена на рис. 4. При t' /t = -0.6 и p,/t = -1.8 < t/t' = 1.666 проекции скоростей в 
горячих точках имеют одинаковые знаки и соотношение (14) определяет функцию Гри
на точно. Видим, что в несоизмеримом случае (16) (рис. 4а) и, соответственно, в случае 
комбинаторики спин-фермионной модели (17) спектральная плотность в горячей точке 
демонстрирует явно нефеРМIOКИдКостное поведение (при достаточно больших значени

ях корреляционной длины флуктуаций ~). В случае соизмеримой комбинаторики (15) 
(рис. 46) непосредственно в «горячей точке» спектральная плотность имеет один пик и 
в этом смысле похожа на обычную ферми-жидкостную даже при больших~. Однако 
уже в ближайшей окрестности горячей точки спектральная плотность при достаточно 

больших ~ обладает двухпиковой структурЬй (<<теневая» зона) нефермижидкостного вида 

(вставка на рис. 46). 
Вдали от горячих точек проекции скоростей имеют, вообще говоря, разные знаки, 

даже при выполнении условия (23). Соответственно, рекуррентное соотношение (14) 
для функции Грина уже не является точным. В то же время с ростом ~ существенна все 

более узкая окрестность горячей точки в импульсном пространстве, и наше приближе

ние становится все более точным. Однако из оБСуЖДения, проведенного в Приложении 

А, ясно, что анзатц (12) и решение (14) фактически лишь несколько преувеличивают 
роль конечности корреляционной длины ~. Там же предложен несколько иной вариант 
решения (A.1l), который несколько преуменьшает роль конечности корреляционной 
длины. На вставках рис. 4 приведены энергетические зависимости спектральной плот-
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Рис. 4. Энергетическая зависимость спектральной плотности для различных комбинаторик диа

грамм в горячей точке (р",а/1Г = 0.1666, ру а/1Г = 0.8333) для случая t' /t = -0.6, J.L/t = -1.8, когда 
решение (14) является точным: а - несоизмеримый случай, б - соизмеримый случай. Корре

ляционная длина соответствует следующим значениям ка: 0.01 - 1, 0.1 - 2, 0.5 - З, А = 0.1t. 
На вставках изобраЖены энергетические зависимости спектральной плотности для соответству

ющих комбинаторик диаграмм при ка =0.01 в горячей точке р",а/1Г = 0.1666, ру а/1Г = 0.8333 -
1; вблизи от горячей точки р",а/1Г = 0.1663, ру а/1Г = 0.8155 - 2; вдали от горячей точки 

р",а/1Г = 0.0, ру а/1Г = 0.333 - 3 

ности вдали от горячей точки для различных комбинаторик (15), (16). 
На рис. 5 показаны энергетические зависимости спектральной плотности для ком

бинаторик (15), (16) в горячей точке для t' /t = -0.4, что согласно [11,12] соответствует 
системе УВа2СUЗО6+Б' Спектральная плотность в случае комбинаторики спин-ферми

онной модели (17) количественно весьма близка к полученной в несоизмеримом слу
чае (16). При таком значении t/t' даже в горячих точках проекции скоростей имеют 
разные знаки. Однако спектральная плотность (в несоизмеримом случае), полученная с 

помощью решения с чередующимися к, (А.Н) (штриховая кривая на рис. 5а), как легко 

видеть, почти совпадает с полученной из решения (14). Это показывает, что анзатц (12) 
и решение (14), по-видимому, дают результаты количественно очень близкие к точно
му решению. Подчеркнем еще раз, что решение (14) дает точный ответ при ~ --+ 00 

и ~ --+ О, а в области конечных ~ обеспечивает очень хорошую интерполяцию между 

этими двумя пределами. 

Перейдем к рассмотрению одноэлектронной плотности состояний: 

1 
N(E) = 2:А(Е,р) = -- 2: 1т GR(E, р), 

1г 
(25) 

р Р 

которая определяется интеrpалом от спектральной плотности А(Е, р) по всей зоне Брил

люэна. Выше мы видели, что хотя при некоторых топологиях исходной поверхности 

Ферми (заполнениях зоны) в окрестности горячих точек и можно обеспечить одинако

вые знаки интересующих нас проекций скоростей, вдали от горячих точек они в общем 

случае разные, и решение (14), основанное на анзатце (12), является лишь приближен-
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Рис. 5. Энергетическая зависимость спектральной плотности для различных комбинаторик диа

грамм в горячей точке (р",а/,тг = 0.142, Р1lа/,тг = 0.857) для случая t' /t = -0.4, p,/t = -1.3, при
близительно соответствующего втеП-купратам: а - несоизмеримый случай, штриховая кри

вая - спектральная плотность для несоизмеримого случая, полученная с помощью (А.11); б

соизмеримый случай. Корреляционная длина соответствует значениям к,а: 0.01 - 1, 0.1 -'- 2, 
0.5 - 3, д = O.lt. На вставках изображены энергетические зависимости спектральной плотности 
для соответствующих комбинаторик диаграмм при ,и = 0.01: в горячей точке р",а/1Г = 0.142, 
ру а/1Г = 0.857 - 1; вблизи горячей точки р",а/1Г = 0.145, руа/1Г = 0.843 - 2; вдали от горя-

чей точки р",а/1Г = ру а/1Г = 0.375 - 3 

ным. Соответственно, использование (14) при вычислении плотности состояний со
гласно (25) также является приближенным. На рис. 6 приведены плотности состояний, 
полученные из (13), (14), (25) с использованием спектра (8), для различных вариан
тов комбинаторики диаграмм (15), (16), (17) при t' /t = -0.4 (рис.6а) и t' /t = -0.6 
(рис. 66). Видим, что при t' /t = -0.4 в плотности состояний наблюдается небольшой 
провал (псевдощель). Это понижение плотности состояний довольно слабо зависит от 

величины корреляционной длины (см. вставку рис. 6а). Если заполнение зоны та

ково, что уровень Ферми JL попадает в эту область энергий, то на поверхности Ферми 
существуют и горячие точки. При t' Jt = -0.6 область существования горячих точек до
статочно широка, но псевдощель в плотности состояний тем не менее практически не 

видна. Заметно лишь замытие ba!I-ХОВОВСКОЙ особенности, существующей в отсугствие 

рассеяния на флуктуациях. 

З. МОДЕЛЬ .. СВЕРХПРОВОДЯЩИХ. ФЛУКТУАЦИЙ 

4. Описание модели и решение для функции Грина 

Как уже отмечал ось, явления псевдощели можно попытаться объяснить и на основе 

представлений о флуктуационном образовании куперовских пар при температурах выше 

температуры сверхпроводящего перехода Те [1,5-7]. Рассмотрим простейший модель
ный подход к этой задаче. На рис. 7 а показана диаграмма для собственно-энергетичес-
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Рис. 6. Одноэлектронная плотность состояний дЛЯ различных комбинаторик диаграмм при 

t' /t = -0.4, JL/t = -1.3 - а и t' /t = -0.6, JL/t = -1.8 - б: 1 - несоизмеримый случай, 
2 - соизмеримый случай, 3 - комбинаторика спин-фермионной модели, 4 - в отсугствие АРМ

флуктуаций. Пунктирная кривая соответствует несоизмеримому случаю, решение (А.11), Il/ t = 1, 
корреляционная дЛина соответствует значениям ка = 0.1. На вставках изображены одноэлек-

. тронные плотности состояний дЛЯ соизмеримой комбинаторики диаграмм при ка = 0.1 - 1 
и ка = 0.01 - 2 

кой части электрона в первом порядке по флуктуационному пропагатору куперовских 

пар при Т > Те. Имея в виду рассмотрение как обычного спаривания s-типа, так и 
спаривания d-типа, характерного для ВТСП-систем, введем взаимодействие спарива

ния простейшего (сепарабельного) вида: 

V(p,p') = -Vе(ф)е(ф'), (26) 

где Ф - полярный угол, определяющий направление электронного импульса р в плос

кости, а для е(ф) принимается модельная зависимость [26,27]: 

{ 1 s-спаривание 
е(ф) = V2соs(2ф) d-спаривание . (27) 

Константа взаимодействия V, как обычно, предполагается отличной от нуля для элект
ронов, нахОдЯщихся в некотором слое вблизи поверхности Ферми. Тогда собствен
но-энергетическая часть, соответствующая рис. 7 а, имеет вид 

:Е(еn , р) = L Ve!f(iwm , q)G(iwm - ien , -р + q), (28) 
тр 

где эффективное взаимодействие с SС-флуктуациями имеет вид 

, Vе2(ф) 
Ve!f(Uvm, q) = - L ' .. 2' (29) 

1 - VT пр GO(~en, p)GO(ZWm - zen , -р + q)e (ф) 

1776 



ЖЭТФ, 1999, 115, вьm. 5 Модели nсевдощелевого состоянuя . .. 

ао ~ .. = 
р -p+q р 

i& -i& i& 

.. ~ 
а 

.. 
р -p+q ~-{j2 -p+q Р б 
i& 

. 1 • 1 
i& -1& 1& -1& 

~c. 7. Диаграммы для собственно-энергетической части в модели SС-флуктуаций: 

а - диаграмма первого порядка с «расшифровкой» смысла волнистой линии - флук

туационного iIропагатора куперовских пар (штрихи соответствуют взаимодействию спа-

ривания), б-диаграмма второго порядка 

В дальнейшем будем считать SС-флуктуации статическими, так что в (33) можно огра
ничиться учетом только слагаемого с (.&.1т = О. Статическое приближение здесь справед
ливо при условии 7ГТ » (.&.1 ВС = 8(Т - Те) / 7Г, формально аналогичном использованному 
выше условию 7ГТ » (.&.I.! в модели горячих точек. В данном случае оно выполняется 
тем лучше, чем ближе система к точке сверхпроводящего перехода. Тогда эффективное 

взаимодействие можно записать как: 

(30) 

где 

(31) 

~o - обычная длина когерентности сверхпроводника, А2 = 1/ N(Ep )~б (N(Ep) - плот
ность состояний на уровне Ферми Ер). Конечно в рамках рассматриваемой элемен -
тарной модели тип БКШ имеем 

(где do - энергетическая щель сверхпроводника при Т = О), и здесь возникает очевид
ная проблема объяснения наблюдающегося в эксперименте масштаба соответствующих 

аномалий. Однако в дальнейшем мы опять будем рассматривать ~ и А в качестве фе
номенологических параметров теории, имея в виду, что в ВТСП-системах их можно 

пытаться определить из эксперимента, а не из не применимой в этом случае простой 

теории БКШ. 

Аналогично переходу от (2) к (4) введем вместо (30) модельное взаимодействие вида 

ц-1 Ц-1 

Veff(Q) = _d2е2(ф) ~-2 + q; ~-2 + q~ , (32) 

где d 2 = А2 / 4. Количественно это достаточно близко к (30) и сильно упрощает вычисле
ния, позволяя провести систематизацию вкладов диаграмм высших порядков. В этом 

случае вклад первого порядка от диаграммы рис. 7 а имеет вид 
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где v., = vрсоsф, vy = vрsiпф, /'i, = ~-!. Вклад от диаrpаммы второго порядка (см. 
рис. 76) определяется как 

• 
где У! = -У2 = Ур. Нетрудно убедиться, что в данной задаче возникают правила диа-
rpaMMHo~ техники практически идентичные рассмотренным выше в модели горячих 

точек с комбинаторикой, соответствующей несоизмеримому случаю. Последнее обсто

ятельство легко понять из топологии линии взаимодействия (флуктуационного пропа

гатора куперовских пар) диаrpаммы рис. 7а: видно, что в высших порядках существуют 

лишь диаrpаммы, в которых линия взаимодействия охватывает четное число вершин. 

Выражение (34) вполне аналогично (9), однако знаки проекций скоростей в знамена
телях функций Грина здесь всегда разные: У! = -У2. Поэтому В диаrpаммах высших 
порядков вклад в интеrpалы по передаваемым импульсам дают полюсы не только от 

лоренцианов взаимодействия, но и от функций Грина. Тем не менее (имея в виду дис
куссию в Приложении А) мы можем оценить вклад диаrpамм высших порядков, ис

пользуя анзатц типа (12), т. е. вычислить все интеrpалы, например в (34), считая, что 
проекции скоростей У! и У2 имеют один знак, а в ответе положить У! = -У2 = Ур. Тогда 
и в данной задаче Д1IЯ функции Грина получим рекуррентное соотношение типа (14) 

где v(k) определяется из (16). Разумеется, соотношение (35) не является точным, однако 
оно дает точный ответ в предельных случаях к, -+ о (~ -+ 00) и к, -+ 00 (~ -+ О), обес

печивая достаточно корректную (количественно) интерполяцию между ними в случае 

конечных корреляционных длин. 

5. Спектральная плотность и плотность состояний 

На рис. 8а приведены энергетические зависимости спектральной плотности А(Е, р) 

одночастичной функции Грина (24), рассчитанные с помощью (35), Д1IЯ различных зна
чений полярного угла ф, определяющего направление импульса в плоскости (полагаем 

'Рl = рр), Д1IЯ случая флуктуационного спаривания d-типа. Ясно видно, что в окрестно
сти точки (1Г/а,О) в зоне Бриллюэна спектральная плотность имеет нефермижидкост

ный (псевдощелевой) характер. По мере поворота вектора р в направлении диагонали 

зоны Бриллюэна двухпиковая структура исчезает и спектральная плотность трансфор
мируется в типично фермижидкостную с одним пиком, который тем Уже, чем значение 
Ф ближе к 1г / 4. Аналогичная трансформация спектральной плотности происходит и по 
мере уменьшения корреляционной длины ~. 

На рис. 8б показана также эволюция величины f(E)A(E, р) (где f(E) - функция 

распределения Ферми), которая, в сущности, и измеряется в ARРЕS-экспериментах [2]. 
Orметим, что кривые на рис. 8б очень похожи на аналогичные кривые, полученные 
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Рис. 8. а) Энергетическая зависимость спектральной ПЛОТНОСТИ А(Е, р) для случая флуктуаци

онного спаривания d-типа при различных значениях полярного угла ф, определяющего направ

ление электронного импульса в плоскости: Ф = о - 1, Ф = 7г /6 - 2. Корреляционная длина 

выбрана соответствующей VFк,/11 = 0.5 (сплошные кривые) и 0.1 (штрихи). б) - Энергетиче

ская зависимость произведения f(E)A(E,p) и(Е) - функция Ферми): Ф = о - 1, Ф = 7Г/6-
2, Ф = 7Г/4.83 - з. Температура (в функции Ферми) Т = 0.111, VFк,/11 = 0.5 

в [11, 12] в модели горячих точек. Картина разрушения поверхности Ферми, следующая 
из этих расчетов, очень напоминает имеющиеся экспериментальные данные, получен

ные в работе [28] для системы Bi2Sr2CaCU20SH. 
В случае флуктуационного спаривания s-типа псевдощель возникает изотропно на 

всей поверхности Ферми и спектральная плотность имеет нефермижидкостный вид при 

достаточно больших значениях корреляционной . длины ~ SC-флуктуациЙ. 
На рис. 9 представлены результаты расчетов одноэлектронной плотности состояний 

с помощью (35) для случая s-спаривания (рис. 90) и для случая d-спаривания (рис. 96) 
для различных значений корреляционной длины SС-флуктуаций. Видим, что в случае 

d-спаривания псевдощель в плотности состояний не столь ярко выражена по сравнению 

с s-случаем даже при достаточно больших значениях корреляционной длины флуктуа

ций. В то же время из этих данных видно, что в модели SС-флуктуаций псевдощель в 

плотности состояний все же гораздо заметнее, нежели в рассмотренной выше модели 

горячих точек. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

в настоящей работе рассмотрены почти точно решаемые модели псевдощелево

го состояния электронного спектра двумерных систем, основанные на альтернатив

ных сценариях происхождения этих аномалий - картине флуктуаций диэлектрического 

(AFM, SDW, CDW) типа, приводящей к модели горячих точек, или картине флуктуа
ционного образования куперовских пар при Т > Те (SC-флуктуациЙ). Термин почти 
точно решаемые означает, что в данном подходе удается просуммировать весь ряд фейн-
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Рис. 9. Одноэлектронная плотность состояний в модели SС-флуктуаций: в случае в-спаривания а 

и в случае d-спаривания б. Кривые построены для следующих значений параметра V F К, / /!;., опреде

ляющего корреляционные длины флуктуаций ближнего порядка: 0.1- 1, 0.5 - 2, 1.0 - З, 2.0 ~ 4 

мановских диаграмм для одноэлектронной функции Грина (а фактически и для двух

электронной [16,17]), используя для вкладов диаграмм высших порядков приближен
ный анзатц (12). Как показано в Приложении А, а также на численных примерах, при
веденных в основном тексте, этот анзатц обеспечивает очень неплохое (количественно) 

приближение к точному решению в области конечных корреляционных длин флуктуа

ций ближнего порядка~, а в пределах ~ -+ 00 и ~ -+ о решение является просто точным. 

Проведенные расчеты спектральных плотностей показывают, что в рамках обоих 

сценариев можно получить привлекательную (с точки зрения сравнения с эксперимен

том на ВТСП-купратах) картину разрушения ферми-жидкостного состояния на отдель

ных (горячих) участках поверхности Ферми, при ее сохранении на остальной (холодной) 

части. Такое нефермижидкостное поведение целиком обусловлено сильным рассеянием 

электронов на флуктуациях ближнего порядка и в общем случае тем заметнее, чем боль

ше корреляционная длина ~. В то же время между двумя сценариями образования псев

дощелевого состояния имеются определенные различия, которые можно попытаться ис

пользовать при анализе ситуации в реальных системах. В частности, в модели горячих 

точек (AFМ-флуктуаций) псевдощель в плотности электронных состояний является до

вольно слабо выраженной (см. рис. 6). В модели SС-Флуктуаций эффект образования 
псевдощели в плотности состояний гораздо более заметен (см. рис. 9). В то же вре
мя модель диэлектрических AFМ-флуктуаций кажется более привлекательной даже из 

простого рассмотрения фазовой диаграммы ВТСП -систем - псевдощелевые аномалии 

наблюдаются в области недодопированных составов и, по-видимому, тем сильнее, чем 

ближе система к диэлектрическому (ЛFМ) состоянию. Именно в этой области следу

ет ожидать· более существенную роль флуктуаций ближнего порядка диэлектрического 
(ЛFМ) типа, рост соответствующей корреляционной длины ~ и т. д. Довольно трудно 

понять, почему в этой области фазовой диаграммы может стать более существенным 

флуктуационное образование куперовских пар (SС-флуктуации), что, казалось бы, нао

борот, должно проявляться в области составов, близких к оптимальному (соответству-
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ющему максимальной температуре сверхпроводящего перехода). Кроме того, в этом 

сценарии существует очевидная проблема объяснения характерных масштабов анома

лий (по температуре и энергии), которую невозможно решитъ в рамках простых подхо

дов, основанных на теории БКШ, что требует новых микроскопических подходов [5,7]. 
Рассмотренные нами модели полезны при анализе в рамках обоих сценариев образо

вания псевдощели, поскольку они основаны, по сути дела, лишь на достаточно 'общей 
(полуфеноменологической) форме коррелятора флуктуаций ближнего порядка. 

Авторы признательны О. В. Чернышеву за предварительную информацию о его 

анализе одномерной модели. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фун

даментальных исследований (проект 96-02-16065), а также в рамках проектов IX.1 гос
программы «Статистическая физикз» И 96-051 госпрограммы по ВТСП Министерства 
науки России. 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Анализ одномерной модели 

Рассмотрим более подробно использование анзатца (12) для оценки вкладов диа
грамм высших порядков. Ограничимся анализом одномерной модели [15-17], посколь
ку именно в одномерном случае проблема стоит наиболее остро [22]. Нас шtтересует 
окрестность точек Ферми +PF и -PF, а гауссовы флуктуации ближнего порядка рас
сеивают электроны на импульс Q '" ± - 2р F, перебрасывая их с одного конца линии 

Ферми на противоположный с точностью порядка ~-l = К, [13-17]. Электронный спектр 
рассмотрим в линеаризованном приближении: ~P±PF = ± - VFP и, для краткости, по
лагаем в дальнейшем V F = 1. При этом система состоит из «двух типов» электронов -
движущихся «влево» И «вправо». Удобно провести рассмотрение в координатном пред

ставлении [22], когда уравнение ДВJD!Cения для электронов в рассматриваемой модели 
принимает вид [18,22]: 

( .. д .. д). _ ( о ~(x») А 
zl at - U1'з дх 'I'(t, х) - ~*(x) О 'I'(t, х). (А.1) 

Ограничимся случаем несоизмеримых флуктуаций, когда ~*(x) т ~(x). Спинор 

ч! = (~: ) 

описывает «правые» И «левые» электроны. Флуктуации ~(x) считаются гауссовыми с 

(~(x») = О и (~*(x)~(x'») = 1~12ехр(-к,lх - x'I). Свободный пропагатор в частотно-ко
ординатном представлении имеет вид 

ао(ех) = i8(еО'зх)sigп(е)ехр(iеО'зх), (А.2) 

где О'з = + 1 для «правых» частиц, О'з = -1 для «левых». Частица, пролетевшая путь 
длиной 1, имеет набег фазы eiel . При вычислении конкретных диаграмм удобно перей
ти от интегрирования по координатам вершин взаимодействия х k к длинам путей 1 k, 

проходимым частицей между актами рассеяния [22]. При этом важно учесть, что эти 
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ДЛИНЫ не являются независимыми, поскольку для данной диаграммы всегда фиксиро

вано полное смещение частицы х - х'. Возникающие при этом правила диаграммной 

техники для вычисления G(e, х - х') выглядят следующим образом [22]. 
. . k 

1. Сплошной линии ДЛИНЫ lk соответствует множитель _ie,lk(E-(-l) р). 

2. Волнистой линии (взаимодействия), связывающей вершины т и n, соответству
ет множитель 

З. По всем lk проводится интегрирование в пределах от О до 00. 

4. По р проводится интегрирование с весом еiр(з;-з;') /27Г. 
При вычислении G(c,p) последнее правило можно просто опустить. Из этих пра

вил видно, что учет конечности корреляционной длины ~ = к- 1 приводит В каждой 
диаграмме к некоторому затуханию соответствующей амплитуды перехода с расстоя

нием, проходимым частицей. Точный учет этого эффекта сложен, но можно провести 

его оценку как сверху, так и снизу. С одной стороны, имеет место очевидное неравен

ство: 

ехр (-к 1I:(-l)klkl) > ехр (-к I: lk) , 
k=m k=m 

(АЗ) 

и, используя для линии взаимодействия выражение в правой части (АЗ), мы преувели

чиваем значение упомянутого затухания амплитуды перехода (т.е. эффективно преуве

личиваем к). Легко убедиться, что подобное приближение при расчете функции Грина 

в импульсном представлении соответствует добавлению лишнего слагаемого iK в зна
менателе каждой функции Грина, охватываемой линией взаимодействия, и приводит 

к выражению для любой поправки высшего порядка вида (12) (ср. [22]). Например, 

диаграмме рис. 16 соответствует (полагаем е > о, б = 0+): 

41 (1 1 1) 1 
LlG(e,p) = д е _ р+ iб е + р + iK с - Р + 2iK е + р + iK е - р + iб' (А4) 

что аналогично (9), (11). С другой стороны, можно воспользоваться неравенством 

(А5) 

Использование для линии взаимодействия выражения в правой части (А5) приводит 

к преуменьшению величины затухания соответствующей амплитуды перехода (т. е. эф

фективно преуменьшает к). Может показаться, что данный выбор выражения для ли

нии взаимодействия может привести даже к возрастанию амплитуды перехода по срав

нению со случаем к = О и появлению расходимостей, однако это не так. Поскольку 
здесь мы рассматриваем несоизмеримый случай, в котором линия взаимодействия охва

тывает только четное число вершин (т. е. нечетное число lk), выбор конкретного знака 
в показателе экспоненты при снятии модуля определяется преобладанием четных или 

нечетных lk. Это приводит К тому, что эффективная амплитуда перехода, соответствую
щая диаграмме любого порядка, всегда затухает. для диаграммы рис. 16 в координатном 
представлении вклад от линий взаимодействия: 

1782 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 5 Модели nсевдощелевого состояния ... 

(Аб) 

в импульсном представлении это дает 

t!.G(e,p) - t!. . . . . .. _41 (1 1 1) 1 
е - р + ~8 е + р + ~к, е - р + ~б е + р + ~к, е - р + ~8 

(А7) 

Анализ любых диаrpамм высших порядков показывает, что в этом случае вклады всех 

диаrpамм порядка N равны и в импульсном представлении имеют вид (анзатц череду
ющихся к,): 

_ 2N 1 1 
GN(e,p) -1t!.1 (е _ р + i8)N+! (е + р + iк,)N· (А8) 

Тогда весь ряд легко суммируется аналогично случаю к, = о [13,14], и для функции 
Грина получаем 

00 00 

R '"' J -( с + Р + iti, 
G (е,р) = ~N!GN(e,p)= d(e (е-р+iб)(е+р+iк,)-(1t!.1 2 • 

N=O О 

(А9) 

Orсюда легко рассчитать соответствующую спектральную плотность или одночастичную 

плотность состояний: 

(А10) 

где восстановили в явном виде vp. На рис. 10 проводится сравнение плотностей состоя
ний при различных значениях к, (корреляционной длины), рассчитанных с помощью 

анзатца чередующихся к, и рекуррентного соотношения типа (12) в одномерной моде
ли [15-17]. Видим, что результаты количественно близки практически во всей области 
изменения к,. Поскольку, как отмечено выше, наш основной анзатц (12), (А4) несколь
ко преувеличивает роль конечности к" а анзатц чередующихся к, (А 7) недооценивает 
ее, нетрудно понять, что точное значение плотности состояний мало отличается от по

лученных· с помощью этих двух аппроксимаций вкладов диаrpамм высших порядков. 

Аналогичная ситуация имеет место и для спектральных плотностеЙ. Фактически это 

означает, что результаты для основных физических величин, определяющихся одно

электронной функцией Грина, не очень сильно зависят от того, как конечные к, входят 

в выражения для диаrpамм высших порядков. Главное - это учет (хотя бы прибли

женный) всех диаrpамм теории возмущений с учетом различной их комбинаторики. В 

принципе это не очень удивительно, поскольку основной эффект образования псевдо

щели связан с рассеянием «назад» на вектор Q '" 2рр , которое учитывается точно в 

пределе ~ --+ 00, тогда как эффект конечных к, сводится к учету некоторой дополни

тельной слабой модуляции случайного поля, приводящей к затуханию его коррелятора 

и замытию псевдощели. 

Естественно, что анзатц чередующихся к, может быть записан в виде рекуррентного 

соотношения типа (14) и для двумерных моделей, оБСУ,Ждавшихся в основной части 
статьи. Например, в модели горячих точек имеем 
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Рис. 10. одноэлектронная плотность со

стояний в одномерной модели при различ

Hыx значениях параметра VFK/tl: 0.1-
1, 0.8 - 2, 1.2 - З. Сплошные ли

нии - результат расчета по формулам ти

па (12), (14) [15J, штриховые кривые -
результат расчета по (А.10) 

(А 11) 

где G:k = 1 для нечетных k и G:k = О для четных k. Остальные обозначения приведены 
в основном тексте. Данные для плотности состояний, полученные с помощью (Аl1), 

приведены выше на рис. 6 и подтверждают сделанные здесь утверждения. Выражение 
аналогичное (А 11) легко выписать и для модели SC-флуктуациЙ. 

Подчеркнем, что анзатц чередующихся к, является достаточно формальным и ис

пользуется нами только для того, чтобы показать, что это достаточно произвольное при

ближение, недооценивающее роль конечности к, в диаграммах высших порядков, при

водит к результатам, количественно мало отличающимся от полученных с помощью 

анзатца накапливающихся к, (12), (А4), который эту роль в общем случае переоцени
вает. Это последнее приближение, использованное в [15-18] и в основной части данной 
статьи, имеет гораздо более глубокий смысл. Как уже отмечалось выше, это прибли

жение является просто точным в окрестности горячих точек при значениях параметров 

затравочного спектра t, t' и f.L (топологиях поверхности Ферми), обеспечивающих равен
ство знаков проекций скоростей в горячих точках, связанных вектором Q. Аналогич
ным образом в одномерной модели не представляет труда получить для вклада диаграмм 
высших порядков выражение типа (12) или (А4), если рассмотреть модель коррелятора 
флуктуаций ближнего порядка с максимумом при произвольном векторе рассеяния Q, 
существенно меньшим PF, так чтобы (при достаточно больших корреляционных дли
нах О электроны рассеивались флуктуациями, оставаясь все время на одной (правой 

или левой) веТ8И спектра. При этом выражения типа (А.4) являются точными. После 

этого в полученных ответах для вкладов диаграмм высших порядков можно провести 

продолжение на интересующие нас Q '" 2р F, поскольку зависимость от Q входит уже 
только через исходный спектр электронов .. Такой же подход легко осуществить, меняя 
подходящим образом химический потенциал f.L (заполнение зоны). 
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