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Изучены экспериментально и теоретически крылья дипольно-уширенных спек­

тров поглощения ядерноro мarнитного резонанса (ЯМР) 19F в изоморфных монокри­
сталлах BaFz и CaF2 при направлении маrнитноro поля вдоль трех кристаллоrpафиче­
ских осей. Результаты, полученные путем непосредственной записи производной Kpьma 

спектра поглощения ЯМР и после преобразования Фурье спадов сВОбодной прецессии 

Энгелъсберга-Лоу, качественно согласуются. Показано, что форма крыла хорошо опи­

сывается экспоненцвальной функцией, ориентационная зависимость покаэатeJIII которой 

не сводится к изменению втoporo момента. Наблюдаемая форма крыла и ориентационная 

зависимость ее параметров объяснена на основе теории самосогласованноro флуктуиру­

ющеro локальноro поля. Выведены нелинейные интеrpальные уравнения для корреля­

ционных функций, учитывающие обусловленные анизотропией диполь-дипольноro вза­

имодействия изменения реальноro числа ближайщих соседей и вклада решеточных сумм 

с петлями. Уравнения решены численно. Получено хорощее согласие вычисленных спа­

дов свободной прецессии, спектров ЯМР и скоростей кроссполяризации с результатами 

экспериментов. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Неослабевающий интерес к проблеме формы линии поглощения и спектров дру­

гих корреляционных функций, регистрируемых методом ядерного магнитного резонан­

са (ЯМР) в твердом теле, обусловлен двумя причинами: во-первых, важным приклад­

ным значением ЯМР для изучения свойств твердых тел на микроуровне, во-вторых. как 

к типичной проблеме многих тел. Неоспоримым достоинством модельных кристаллов, 

таких как CaF2 или BaF2• являет.ся простота и.звестных законов взаимодействий в их 

ядерных магнитных подсистемах (основное - диполь-дипольное) И возможность экс­

периментальной npоверки теоретических выводов. При этом в npикладных задачах в 

основном используют центральную часть спектра, тогда как сведения о фундаменталь­

ных мноroчастичных динамических свойствах системы заключены в крыльях спектра . 
.. Это связано с тем, что в однородной регулярной системе отклик на воздействие с часто­
той, во много раз превышающей среднеквадратичную частоту прецессии в локальном 
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поле, возможен только при обязательном участии большого числа спинов. Наиболь­

ший практический интерес далекая область спектра (крыло) представляет при изучении 

процессов установления равновесия в спиновой системе, состоящей из сильно различа­

ющихся резонансными частотами подсистем (резервуаров), - процессов кроссрелакса­

ции. Об этом свидетельствует большое число экспериментальных работ по измерению 

скоростей этих процессов (см. ссылки и их анализ в [1]). В свою очередь изучение таких 
процессов тесно связано с общей проблемой перемешивания в нелинейной механике. 

Расчет крыльев спектров корреляционных функций в силу отмеченной многочас­

тичной природы предъявляет иные требования к теории, чем расчет центральной час­

ти. Большие сложности возникают и при экспериментальной регистрации крыльев, по­

скольку из-за малой величины они сильно подвержены влиянию шумов, неидеальности 

аппаратуры и т. п. В силу указанных причин крылья спектров остаются недостаточно 

изученными как теоретически, так и экспериментально. В полной мере это относится 

и к крыльям линии поглощения ЯМР. В известных нам экспериментальных работах 

у нее региСтрировалась либо центральная часть, либо образ Фурье - спад свободной 

прецессии. К первым относится работа Брюса [2], ко вторым - Энгельсберга и Лоу [3], 
вызвавшая огромный интерес у теоретиков осцилляциями спада свободной прецессии 

в СаР2, измеренными с большой точностью. Фактически последние стали пробным 

камнем теорий по форме линии ЯМР (см., например, [4-10]). 
Из результатов работы [3] следует экспоненциальная форма крыла спектра ЯМР 

(см. Приложение А), что согласуется с результатами ряда экспериментов [1,11-14] и 
теории, построенной в приближении самосогласованного флуктуирующего поля [15-
19]. В других работах по теории формы линии крылу не уделяется должного внима­
ния. Так, например, в приближении постоянного локального поля [4,5] оно спадает 
быстрее, чем у функции Гаусса, тогда как при задании флуктуаций поля марковским 

случайным процессом [7,10] крыло становится степенным. В развиваемой нами [16-
18] теории при выборе приближения самосогласованного флуктуирующего поля, соот­
ветствующего пределу систем большой размерности, все параметры выражаются через 

один масштабный параметр - второй момент. Однако изменения параметров кры­

льев спектров экспериментальных спадов свободной прецессии в [3] при направлениях 
магнитного поля вдоль кристаллографических осей [100], [110] и [111] не описываются 
изменением только второго момента. 

В настоящей работе в приближении самосогласованного флуктуирующего локаль­

ного поля [1,16-19] выведены нелинейные интегральные уравнения для корреляцион­
ных фуНкций, учитывющиеe характеристики реальных решеток, которые вследствие 

. анизотропии диполь-дипольного взаимодействия зависят от ориентации магнитного 
поля. Вместе с тем в настоящей работе выполняется непосредственная запись крыла 

линии поглощения ЯМР 19р в кристалле ВаР2, изоморфном СаР2, при тех же направле­
ниях магнитного поля. Такой эксперимент нам представляется важным, поскольку доля 

больших частот в спектре экспоненциально мала и их легко исказить при наблюдении 

в спаде свободной прецессии в смеси с центральной частью спектра. Ориентационные 

зависимости параметров крыла, измеренные двумя методами, качественно согласуются. 

Эти результаты объясняются с позиции разрабатываемой нами теории. 
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2. ЭКСПЕРИМЕНТ 

Исследованный монокристалл BaF2 бьm выращен в Институге кристаллографии 

РАН методом Бриджмена. Качество кристалла контролировалось рентгенофазным ана­

лизом и методом ЯМР. Большое время спин-решеточной релаксации свидетельствует о 

малом содержании парамагнитных примесей в изучаемом образце. Монокристалл ори­

ентировался на рентгеновском дифрактометре. У BaF2 параметр решетки 6.2001 А [20] 
в 1.14 раз больше, чем у CaF2• Эксперимент выполнен на модифицированном спектро­

метре РЯ-2310 с автодинным датчиком в поле 12 кЭ при комнатной температуре. Циф­
ровая регистрация первой производной линии поглощения ЯМР осуществлялась мик­

ропроцессорным устройством ПРИ,полевой развертке спектра. Контроль за долговре­

менной стабильностью параметров спектрометра осуществлялся с помощью одновре­

менной записи сигнала 0'1" метки, размещенной в части катушки ЯМР-датчика отдельно 

от образца. Особое внимание уделялось оптимальному выбору величины радиочастот­

ного поля, чтобы влияние эффекта насыщения было ниже уровня шума. Существенное 

повышение отношения сигнал/шум бьmо достигнуто путем накопления сигнала ЯМР 

многократным сканированием спектра (числа сканирований N s приведены в таблице). 

Время одного сканирования ~ 20 мин. 

Параметры спектра ямр 19F в BaF2 ДJIЯ трех направлений магнитною поля 

Направление поля Miheor , э2 м;"'р, э2 2Нm ,Э N. 8з/8: К6 КВ 

[111) 1.055 1.219 0.4 25 0.12 0.10 0.4 
(110) 2.284 2.324 0.5 20 0.17 0.18 0.5 
(100) 5.966 5.798 0.6 12 0.09 0.05 О 

Регистрация линий ЯМР проводилась при ориентациях постоянного магнитного 

поля вдоль кристаллографических осей. В силу симметрии спектров на рис. lа приве­

дены только их половины. На рис. 16 показаны крьmья этих производных в полуло­
г'арИфмическом масштабе. Кривые на рисунках нормированы на единичную площадь 
линии поглощения. Отклонение поля от центра спектра в каждой ориентации выраже­

но в единицах м;/2, где М2 - второй момент спектра. Тем самым устраняется разница 
масштабов спектров и появляется возможность сравнения их форм. 

Экспериментальные значения М2 рассчитывались экстраполяцией отношения ин­
тегралов'от произведения зарегистрированных первых производных спектра на куб рас­
стройки и утроенную расстройку с ростом верхнего предела интегрирования [21]. В таб­
лице приведены и теоретические значения вторых моментов для BaF2• Последние рас­

считывались по решеточным суммам из работ [12, 22] с учетом малого вклада магнитных 
изотопов 135 Ва и ШВа, максимальная величина которого достигается в ориентации [111] 
и составляет 3% от вклада ядер 19F. Кроме того, из-за уширения линии ЯМР модуля­
цией постоянного магнитного поля с амплитудой Нт (см. таблицу) к этим значениям 
второго момента следует добавить Н:"/4 [23]. Оставшиеся различия теоретических и 
экспериментальных величин моментов связаны с неточностью ориентации кристалла в 

магнитном поле. Поскольку мы рассматриваем спектры нормированными на М2 , не­

большое несовпадение моментов не препятствует сравнению форм спектров. Поэтому 
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Рис. 1. Производные спектров поглощения ямр 19F в BaF2 (а - центральная часть, б - кры­
ло) как функции расстройки от центра спектра при направлениях магнитного поля вдоль кри­

сталлографических осей [100] (треугольники), (110] (темные кружки) и (111] (светлые круж­
ки). Штрихпунктирной, штриховой И сплошной линиями показаны производные фурье­

спектров функции Энгельсбегра-Лоу (1) в соответствующих ориентациях. Orpeзок тон­

кой линии на рис. lб проведен по асимптотической формуле (2). Все кривые нормированы 
на единичную площадь спектра поглощения и единичный второй момент 

в дальнейшем не будем обращать внимание на эти различия, а также на вклад в уши­

рение ядер Ба и модуляции поля. По нашим оценкам возможные искажения формы 

Kpьma ниже точности эксперимента. 

На рис. lа, б показаны также производные спектров, полученных фурье-преобра­

зованиемфункции 

61 

f(t) = ехр {С [А - (А2 + t2)1/2]} По- a~e), О) 
,,-1 

с помощью которой Энгельсберг и Лоу [3] с хорошей точностью описали свои экспери­
ментальные спады свободной прецессии в CaF2• Параметры, задающие эту функцию, 

определены ими для тех же трех ориентаций магнитного поля. При расчете кривых на 

рисунке эти параметры были выражены в единицах экспериментальных значений вто­

рых моментов для CaF2, npиведенных в этой работе. На рисунке видно, что фурье-образ 
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функции (1) в целом описывает наш экспериментальный спектр поглощения ЯМР. Не­
большие различия MOryг быть связаны с несовпадением ориентаций кристаллов и ап­

паратных функций двух методов [24,25], а также с заменой реальных спадов свободной 
предессии в [3] простой ФУНКЩlей (1). К этому вопросу мы вернемся ниже. 

Перейдем к анализу формы крыла спектра ЯМР. для его описания обратимся к 
развиваемой нами [1,16-19] теории, основанной на приближении самосогласованного 
флуктуирующего локального поля, в рамках которой при Н » M~/2 (поле Н отсчиты­
вается от центра спектра) искомое крыло определяется выражением. 

g(H) ~ CoIНlX exp(-IНlто), (2) 

где То - координата двух ближайших особых точек, симметрично расположенных отно­

сительно начала координат на оси мнимого времени, со и Х - характеристики особых 

точек. В пределе большого числа ближайших соседей [16,17] 

То = З.72/м~/2, со ~ 29.3М2 , Х = 1. (3) 

Отрезок кривой, соответствующий производной от (2) показан на рис. 16. Он прохо­
ДИТ достаточно близко к экспериментальному крылу!в ориентации [111]. В двух других 
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ориентациях крылья экспериментальных спектров спадают круче. 

Обратимся теперь к функции Энгельсберга-Лоу (1). Как видно на рис. 16, ее 
спектр быстрее убывает во всех трех ориентациях. Асимптотическое выражение для 

крьmа спектра этой функции, полученное в Приложении А, имеет вид (2) с Х = -1/2 и 
То = А. При этом у показателя экспоненты обнаруживается неожиданная ориентацион­
ная зависимость: в ориентации [110] параметр А Оказывается больше, чем в ориентации 
[100]. 

Итак, проведенный анализ кривых на рис. 16 показывает, во-первых, что форма 
спектра на крьmе близка к экспоненциальной, задаваемой прямой линией в выбран­

ных на рисунке полулогарифмических координатах. Во-вторых, наклон соответству­

ющих прямых линий зависит от ориентации кристалла в магнитном поле. Посколь­

ку изменение ширины спектра с ориентацией уже учтено на рис. 16 после перехода 
к безразмерным полям, измеряемым в едищщах Mi/ 2, оставшееся изменение накло­
на прямых свидетельствует о дополнительной ориентационной зависимости показателя 

экспоненты. 

3. ТЕОРИЯ 

для объяснения наблюдаемой ориентационной зависимости крыла спектра ямр 

рассмотрим систему спинов (I = 1/2) ядер \9р кристалла флюорита, образующих про­
стую кубическую решетку. Гамильтониан секулярной части диполь-дипольного взаи­

модействия в сильном постоянном магнитном поле [25] запишем в следующем виде: 

fftd = L bij [Ц Ij - ~(Ii IJ + Ц Ij)] , (4) 
i'fj 

где bij = ,2h[1 - 3cos2 Bij]j2r;j' Bij - угол межъядерного вектора fij с постоянным 
магнитным полем Но; ~ = 1/2-параметр, введенный нами для удобства теоретического 
анализа. Динамику спиновой системы будем описывать корреляционными функциями 

(5) 

rдe индексом р = 1,2,3 отмечены три корреляционные функции: Г\Щ = Mx(t)­
корреляционная функция х-проекции полного спина системы или поперечная компо­

нента намагниченности, совпадающая со спадом свободной прецессии; r2(t) = rx(t) 
и Гз(t) = rz<t) - автокорреляционные функции соответственно х- и z-компонент от­

дельного спина системы. 

В приближении самосогласованного флуктуирующего локального поля, соответ­

ствующем пределу d -+ 00, система уравнений для корреляционных функций (4) полу­
чена в виде [16-18] 

t 

d J ", dt rp(t) = - Gp(t - t )rp(t )dt . (6) 

о 

Ядра интегральных уравнений Gp(t) (функции па~ти) MOryт быть предстамены в ви­
де ряда по неприводимым одетым скелетным диаграммам, каждый член KOToporo вы­
ражается через мноroкратный временной интеграл от произведений функций rx(t') и 
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rZ<t"). Как было показано в [16,17], уравнения для автокорреляционных функций­
это уравнения прецессии магнитного момента в трехмерном гауссовом случайном ло­

кальном поле. Сложный вид этих уравнений является следствием неперестановочности 

поворотов вокруг изменяющихся во времени мгновенных направлений поля. В этом 

приближении все коэффициенты в Gp(t) выражаются через М2, поэтому у решений 
уравнений ориентационная зависимость повторяет зависимость М2 и сводится К изме­
нению масштаба времени в соотношении (5). 

для трехмерных решеток в работах [15,26,27] предложено вводить поправочные 
члены в ядре Gp(t), число которых быстро возрастает при увеличении числа вершин 
на диаграммах. Такое уравнение оказывается сложным для практического применения. 

Нужно перегруппировать ряд для ядра так, чтобы первых несколько его членов бьmо 

достаточно для описания экспериментов. 

С этой целью выделим из диполь-дипольного взаимодействия (4) .продольную 
часть, состояшУЮ из параллельных внешнему постоянному магнитному полю спиновых 

компонент [1, 4-6, 8,10,18,27]. Хотя коэффициенты двух частей в (4) различаются всего 
в два раза, выделение продольной части обусловлено аксиальной симметрией гамиль­

тониана, приводящей к сохранению во времени проекции суммарного спина на ось Z". 

Другим немаловажным обстоятельством является то, что при ~ = О автокорреляционная 
ФУНКЦIЩ (5) для х-проекции спина i легко вычисляется [4,25], 

ro(t) = п cos(bijt), 
j 

(7) 

и описывает независимую прецессию одного из спинов системы в своем постоянном 

продольном локальном поле. 2 L, bijIJ. 
j 

Состоящая из перпендикулярных внешнему постоянному магнитному полю спино-

вых компонент поперечная часть взаимодействия (4) играет, как известно [25], важную 
роль при передаче поляризации с узла на узел (спиновая диффузия). При учете переда­
чи поп~речной поляризации в работах [4,5] бьmо выведено уравнение в первом порядке 
по поперечному взаимодействию: 

где 

t 

Mx(t) = r,\(t) + к J dr~t~t') Mx(t - t')dt', 

о 

к = 9/4)..2 - 1, 

(8) 

(9) 

r,\(t) - корреляционная функция (7) с коэффициентом bij , увеличенным в л раз. Это 
уравнение, которое мы будем называть основным приближенным уравнением, хорошо 

описало спад свободной прецессии в CaF2 при).. = 1.225 [4] и ).. = 1.19 [5]. Следует 
отметить, что множителю).. в работах [4:-6,16] дается разное физическое обоснование. 
Мы его будем рассматривать как некоторый параметр перенормировки продольного ло­

кального поля, определяемый через моменты спектра. 

Успех уравнения (8) в описании спада свободной прецессии позволяет надеяться, 
что после выделения в (6) членов, соответствующих уравнению (8), остаток ряда для 
ядра будет играть роль малой поправки. Указанное преобразование выполним с помо­

щью следующей формальной процедуры. Представим r,\(t) как решение интегрального 
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уравнения вида (6) с ядром Q(t), которое может быть задано рядом G2(t) при отбрасы­
вании в нем слагаемых с вершинами, соответствующими взаимодействию между по­
перечными с~иновыми проекциями. Комбинируя образы Лапласа этого уравнения и 

уравнений (6) и (8), находим 

t. t 

Мж(t) = Г"Н) + к J dr~t~t') Мж(t - t')dt' - J ф(t - t')Мж(t')dt', (10) 

где 

о о 

t 

Ф(t) = J r,,(t - t'){G\(t') - (1 + K)Q(t')}dt'. 

о 

Полученное уравнение позволяет найти нужные поправочные члены, поскольку фор­

мально является точным при сохранении полных рядов для G\(t) и Q(t) .. 
Другим важным следствием поперечного взаимодействия является изменение во 

времени ориентации спинов, приводящее к замене 1! на 1J(t) в выражении для про­
дольного локального поля. В основном приближенном уравнении (8) не отражены такие 
фЛуктуации, наличие которых следует не только из теории, но и из экспериментов, на­

пример, по кроссполяризации редких ядер 43Са [11], в которых измеряется спектр этих 
флуктуаций. Поэтому, хотя на малых временах спад свободной прецессии успешно 

описывается этим уравнением, на большИх временах появляются расхоЖдения с экспе­
риментом. В частности, у осцилляций спада свободной прецессии появляются биения, 

особенно заметные в ориентации [100] в районе 5-7 нулей [4~ Крьmья фурье-спектров 
у рассчитанных спадов свободной прецессии убывают быстрее, чем у функции Гаусса. 

Включим в основное приближенное уравнение (8) флуктуации продольного локаль­
ного поля, заменив r,,(t) на новую автокорреляционную функцию P(t). Процедура вы­
вода уравнения (10) позволяет нам сделать такую замену и в этом уравнении. для опре­
деления P(t) рассмотрим корреляционную функцию продольного локального поля на 
спине i [16,17] 

f 

2,\ L bij1J(t), 
j 

во временной эволюции соседних спинов которого исключено взаимодействие с ним: 

("-'ощ"-'о) = ,\2 L b;jrzj/i(t) + ,\2 L bijbikrzjk/i(t). 
j j,k I 

(11) 

Первое слагаемое содержит автокорреляционную функцию z проекции спина j. Второе 
слагаемое - перекрестную корреляционную функцию двух спинов j и k. Косая чер­
та обозначает упомянутое выше исключение Взаимодействия с выделенным спином i. 
Вклады в локальное поле от различных спинов Окружения не являются независимыми. 

Такая независимость появляется только в пределе d -+ 00 [1,16,17]. Дело в том, что в 
этом пределе решеточные суммы с петлями из связей становятся пренебрежимо малы­

ми по сравнению с решеточными суммами, не содержащими петель и выражающимися 

через степень втррого момента. Другими модельными системами, где отсутствуют пет­

ли, являются системы на решетках Бете [19]. В этих системах вклады соседних спинов 
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t' 

В локальное поле, также будуг независимыми, поскольку в них исключено взаимодей­

ствие со спином i. Преимущество решеток Бете по сравнению с rиперкубическими 

решетками бесконечной размерности в том, что число соседей Z у них моЖет бытъ 
произвольным. 

для кубической решетки вклад второго слагаемого в (11) хотя и не исчезает, но 
является сравнительно малым. для его оценки разложим (11) по степеням времени: 

(12) 

где 

(13) 
j j j,k 

- известные решеточные суМмы [12,22]. Слагаемое с 82 в (12) обусловлено исключе­
нием взаимодействия с выделенным спином, тогда как слагаемое с В3 хараКтеризует 

" корреляцию вкладов. Orношение В3/ B~ изменяется в кубической решетке от 0.17 в 
ориентации [110] до 0.09 в ориентации [100]. 

Из (12) следует, что корреляция в движении спинов, создающих локальное поле, 
ослабляет его флуктуации. Этот же вывод можно сделать на основании выражения для 

корреляционной функции локального поля гетероядерной системы, предложенного в 

работе [28]. В этой работе помимо разложения на малых временах была принята во 
внимание диффузионная асимптотика автокорреляционной функции поля при t --+ 00. 

Мы этого не делаем, потому что интересующее нас крыло спектра определяется особы­

ми точками на сравнительно небольшом временном интервале от начала и диффузия 

не успевает проявиться. Пренебрежение диффузионными хвостами позволяет записать 

для (Il) более простое, чем в [28], выражение: 

(""i(t)""i) = .л2 L Ь;jГ';j/i(t), (14) 
j 

где указанное выше ослабление флуктуаций введено через показатель степени v' < 1. 
В частности, при 

v = Vo == 1 - В3/ sf 
первые два члена временного разложения (14) совпадут с (12). На больших временах 
следует ожидать дополнительного ослабления флуктуаций от более СЛQЖНЫХ петель, а 

также объемного взаимодействия ветвей деревьев, образованных связями bij [19]. Оцен­
ка последнего для модели Гейзенберга методом численного моделирования размещения 

деревьев на кубической решетке дала v = v' :::::: 2/3 [19]. Если воспользоватъея этим 
значением v', то при совместном учете этих эффектов показатель v = v' Vo в разных 

ориентациях изменяется от 0.55 до 0.61. Принимая во вниманиегрубость оценки, в 
дальнейших расчетах будем полагать v = 1/2. 

Главное достоинство приближения (14) - сохранение независимости вкладов раз­

ныхспинов в продольное локальное поле при учете флуктуаций последнего. Такое 

приближение позволяет получить уравнения, достаточно простые для их npактического 

применения. В результате ' 

r .,Щ '" (ехр [щ ~ Ь" 1 If (")d"] ) ~ 1] (ехр [2Щ; 1 IJ (")d"] ) , 
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и произведение косинусов (7) заменяется на произведение 

Pi(t) = п Fij(t) 
j 

функций, удовлетворяющих уравнениям 

(15) 

(16) 

Функция памяти в (16) может быть определена в виде ряда, как это бьmо сделано в 
уравнении (6). Первый член этого ряда, 

(17) 

- вклад в (14) от спина j. Появление остальных членов ряда связано снесовпадением 
корреляционной функции произведения операторов 

с произведением двухспиновых корреляционных функций. В основном приблИжен­
ном уравнении мы ограничимся первым членом (17) этого ряда. Остальная его часть 
подразумевается включенной в поправку (10). Как и должно быть, в пренебрежении 
флуктуациями (при rzj/i(t) = 1) из. (15) получается произведение косинусов (7), а в 
пределе большого числа соседей уравнения (15)-(17) переходят в выражение для rxi(t) 
с гауссовым случайным полем [15-19,25,29]. 

Тем самым, автокорреляционная функция P(t), учитывющая флуктуации про­
дольного локального поля, получена. Нам осталось вывести уравнение для автокорре­

ляционной функции rzj/i(t). Возьмем уравнение (6) для соответс~ующей функции при 
сохранении в ряду для его ядра только первого члена [1, 16, 17,26,27] (напомним, что 
остальная часть этого ряда подразумевается отнесенной к поправочным членам урав­

нения (10»: 

t :t rZj(t) = -2е ~b;k f r xj (t')rxk (t')rzj (t - t')dt'. 

о 

(18) 

для наглядности дальнейших преобразований мы выписали в (18) узельные индексы 
взаимодействующих спинов. Как было отмечено выше, такой вид уравнение имеет в 

пределе БОльшого числа соседей. При ограниченном числе соседей становится важным 

исключить в автокорреляционных функциях взаимодействие со спинами, уже учтенное 

в явном виде через коэффициент b;k' Проведя такую процедуру и заменив rXj(t) на 
Pj(t), получим уравнение 

t :t rzj/i(t) = -2е L b;k f Pj / ik (t')Pk/ ij (t')rzj/i(t - t')dt', 
k('I"') о 

(19) 

294 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 1 Об ориентационной зависимости крыльев . .. 

где в обозначениях функций после косой черты, напомним, отмечены индексы спинов, 

взаимодействие с которыми исключается. 

Система уравнений (15)':"(17) и (19) самосогласованным образом определяет иско­
мые автокорреляционные функции. Если затем Функцию P(t) подставить в уравнение 
(8) на место гл(t), то получим основное приближенное уравнение для M",(t), учитыва­
ющее флуктуации продольных полей. По этим уравнениям для первых двух моментов 

спектра ямр (коэффициентов разложения M",(t) по степеням времени) получаем 

~; = 1 + 1 : к (1 + Vл~2) - 2 ( 1 + ~~2) (1 + ~)St . 
(20) 

Этот результат следует сравнить с точными выражениями для моментов [25,30]: 

М4 = 3 _ В _ (2 - В)В2 + ВSз 
Mi . St St ' (21) 

Из сравнения выражений для М2 находим соотношение 

к = (1 + ~i / л 2 - 1, 

которое переходит при { = 1/2 в приведенную выше формулу (9). Приравняв в М4 

коэффициенты перед имеющимися в (20) решеточными суммами, находим 

(22) 

в частносщ, значениям v = 1/2 и ~ = 1/2 отвечает л2 = 11/8. 
для восстановления недостающего вклада с 8з в выражении (20) для М4 перейдем 

от (8) к (10), заменим в нем гл(t) на P(t) и возъмем поправку ф(t) в виде 

где 

t 
3ВSЗМ2 J . . 

Ф4(t) = 48t л2 r.p(t - t')r~ (t') {P(t - t')P(t') + P(t - t')P(t')} dt', 

о 

t 

r.p(t) = J r~(t')dt', 
о 

F(t) = dP(t) 
dt ' 

(23) 

а корреляционные функции под интегралом определены без ограничений на взаимодей­

ствия. для наглядности приведем эту поправку в диаграммном представлении [16-18]: 
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.... -----.. ~-........ ":" ......... ,. k 
./ .............. ' ... . 

. I . ./. ... . \ k 
'1 ' ..' J \ J \ 

+ --о н ь " 
(24) 

t' О t' О 

где крестиком отмечена поперечная вершина, а кружком - продольная, линиями по­

казаны автокорреляционные функции спинов i, j и k (х-проекции - сплошными, 

z-проекции - пунктирными). Обратим' внимание на приближенную'замену r~(t") ~ 
~ r~(t" - t/)r~(t/), сделанную при переходе от (24) к (23) для упрощения расчетов. or 
двух последовательно расположенных диаграмм с двумя вершинами, уже учтенными 

в (8), 

j k 

(25) 

Ф4(t) (24) отличается расположением вершин. Физический смысл (24) заключается в 
том, что поляризация со спина i на спин k может передаваться не только через двух­
спиновые корреляции (25), но и через трехспиновые, имеющие вид петли из связей и 
не сводящиеся поэтому к квадрату двухспиновых. В ф(t) содержатся диаграммы и с 

другим ра~положением четырех вершин. для упрощения уравнений мы их все не при- " 
водим, поскольку их действие качественно совпадает с уже учтенными, а их вклад учли 

выбором величины коэффициента в (23). 
Помимо четырехвершинных в ф(t) содержатся поправки с большим числом вер­

шин. Поскольку их роль меньше, мы для упрощения расчетов возьмем их в более про­

стом виде, чем у Ф4(t): 

(26) 

t 

Dn(t) = J dt1F(t - tl)~(tl~Dn-l(tl),' D1(t) = Рщ. (27) 

о 

Коэффициенты К2n при n > 2 будем подбирать подгонкой Mx(t) к экспериментальным 
спадам свободной !lрецессии. 

4. РАСЧЕТ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Система уравнений (15)-(17) и (19) состоит из orpOMHoro числа нелинейных уравне­

ний, что затрудняет ее решение. К счастью, главный вклад в определение вида спектра 
вносит взаимодействие со сравнительно небольшим числом ближайших соседей Z [6,9]. 
Так, в случае СаР2 и ВаР2 выберем Z = 20 при направлении сильноro постоянного Mar­

нитнрго поля вдоль кристаллографической оси [111], z = 8 - вдоль [110] и Z = 6-
вдоль [100]. Такое изменение Z происходит вследствие сильной анизотропии констант 
дипольного взаимодействия магнитных моментов ядер фтора [6,9]. В силу симметрии 
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рассматриваемых ориентаций поля константы взаимодействия с выбранными Z соседя­
ми принимают не более трех значений. Соответствующие три значения коэффициентов 

b~j в уравнениях (17) 'и (19) будем обозначать bq (q = 1,2,3) и выражать в единицах М2. 
Число соседей с коэффициентом взаимодействия bq обозначим nq • При ориентации 

[100] получаем 

, nl = 4, n2 = 2, dc = 0.898; 

при ориентации [110] -

nl=4, n2=nз=2, dc =0.791; 

при ориентации [111] -

Ь1 = 4т/9, Ь2 = 4т, Ьз = 27т/8, 

nl = 6, n2 = 2, nз = 12, . m = 8dc /921, dc = 0.825. 

Orношение к полному второму моменту вклада в него от остаменных Z соседей -
константа dc - определялось с помощью решеточных сумм из работы [12]. 

Сохранив в уравнениях (15)-{17) и (19) только этивзаимодействия и взяв ~ = 1/2, 
получим следующую систему нелинейных уравнений для автокорреляционных функ­
ций: 

t 

~ Fq(t) = -> . .2bq J r~//t - t')Fq(t')dt', ' (28) 

о 

(29) 

где 

(30) 

в то же время уравнение (10) для корреляционной функции х-проекции полного 
спина принимает следующий вид: 

t t 

Mx(t) = P(t) + К J d~~~') Мх «( - t')dt' - J ф(t - t')Mx(t')dt', (31) 

о о 

где 

ф(t) = L Ф2n(t), (32) 
n=2 
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Рис. 2. Кривые спадов свободной прецес­
сии M",(t) при направлениях магнитно­
го поля вдоль кристаллографических осей 

(100) (а), [ВО) (6) и [lll) (в), на больших 
временах увеличенные соответственно в 10 
и 100 раз. Сплошные линии - теорети­

ческие результаты, пунктирные линии -
функции Энгельсбегра-Лоу (1) 

(33) 

в (33) мы объединили вклад большого числа далеких спинов в виде автокорреляционной 
функции спина в гауссовом случайном поле: 

(34) 

где rz<t) определяется из уравнения, отличающегося от (29) отсутствием в его ядре де­
лителя Fq(t) и вычитаемого bq/ Fi(t). Наконец, в (32) Ф4(t) определим формулой (23), 
а Ф2n(t) при n > 2 - формулой (26). 

Лрименив к системе нелинейных уравнений (28), (29) те же методы анализа, что 
в работах [1, 16-19], можно показать, что его решение имеет особые точки на оси мни­
мого времени (см. Приложение Б). Следовательно, спектр Фурье этого решения имеет 

экспоненциальные высокочастотные асимптотики, определяемые ближайшими особы­
ми точками. Поскольку достигнутые в эксперименте расстройки недостаточно велики, 

чтобы ограничиться первым членом асимптотического ряда, мы, не останавливаясь на 
анализе особых точек, перейдем сразу к численному решению полученных уравнений. 

Решение системы уравнений (28)-(31) выполнялось методом конечных разностей. 
Достаточная точность рассчитанных спадов свободной прецессии достигалась на вре­
менном интервале от t = О до t = 20м;I/2, разбитом на 2000 точек. Результаты по­
казаны на рис. 2, а производные их спектров Фурье - на рис. 3. При расчете взято 
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Рис. З. Крылья производных фурье-спектров теоретических кривых, приведенных на 

рис. 2, в сравнении с экспериментальными крыльями спектров поглощения ЯМР 19р в ВаР2, 
показанными на рис. 1. Теоретические кривые: для ориентации [111] - сплошная, (110) -

штриХовая, [100] - штриxnyнктирная 

л2 = 11/8, v = 1/2 и значения зависящих от ориентации параметров, приведенные в 
таблице. Численный анализ показал, что основное приближенное уравнение без попра­

вок дает осциллирующие спады свободной прецессии с частотой осцилляций меньше 

экспериментальной. Добавление Ф4(t) увеличивает частоту осцилляций, но излишне 

поднимает амплитуду первого максимума (между вторым и третьим нулями). Поправка 

Ф6(t) позволила скорректировать это искажение. В ориентациях [110] и [111] учитыва­
лась и поправка Фs(t), поскольку в этих ориен:гациях велика роль сложных корреляций ' 
в передаче поляризации. На экспериментальных спадах свободной прецессии это от­

ражается, в частности, в неэквидистантности нулей (их сближении). Одно основное 

приближенное уравнение дает спад свободной прецессии с эквидистантными нулями 

И быстрее затухающей амплитудой. Тольк;о добавление поправочных членов позволяет 
добиться согласия с экспериментом. В частности, сохранившееся на рис. 26 различие 
при больших временах может быть ликвидировано добавлением Фlо(t). Поскольку ав­
торы работ [Ц, 10] не учитывали передачу поляризации через сложные корреляции и 

299 



В. Е. Зобов, М. А. Попов, Ю. Н. Иванов, А. И. Лившиц ЖЭТФ, 1999, 115, вьm. 1 

ограничивались только OC~OBHЫM приближенным уравнением, у них расчетные спады 
свободной прецессии в этих ориентациях значительно хуже согласуются с эксперимен­

том. 

Перейдем к результатам для крыла спектра ЯМР. Как видно на рис. 3, выбранное 
для описания флуктуаций локального поля приближение, выраженное в уравнениях (28) 
и (29), правильно описывает форму крыла и его ориентационную зависимость. Orсю­
да следует, что ускорение затухания крыла при переходе от ориентации поля [111) к 
[110) и далее к [100] связано в первую очередь с уменьшением числа соседей Z. На 
качественном уровне это можно объяснить тем, что поле создается Z соседями, но его 
изменение происходит от взаимодействия с Z - 1 спинами. При этом при самосо­
гласованном подходе так происходит каждый раз при вовлечении во взаимодействие с 
ростом времени все возрастающего числа новых спинов. Следовательно, для моментов 

высокого порядка можно ожидать соотношение 

Orсюда для параметра в показателе экспоненты для крьmа следует оценка 

,TO(Z) '" TO(~) [Z/(Z _ 1)]1/2. 

На рис. 3 можно заметить, что рассчитанное крыло убывает немного круче, чем 
экспериментальное. Это может свидетельствовать о том, что ослабление флуктуаций 

продольного поля на самом деле происходит в меньшей степени, чем в нашем расчете 

при выборе параметра v = 1/2, или же о том, что следует включить в систему нели­
нейных уравнений большее число соседей. Orметим вместе с тем, чТо добавленные 
в уравнение (31) поправочные члены, как показал расчет, изменяют центр спектра, в 
частности положение максимумов производной, но практически не затрагивают крьmо 

спектра. 

Полученные уравнения динамики спиновой системы позволяют описывать поми­

мо спектров поглощения ~MP и другие эксперименты. Рассмотрим в качестве приме­

ра уже упоминавшийся выше эксперимент по измерению скорости кроссполяризации 

примеси редкого изотопа 4ЗСа из диполь-дипольного резервуара ядер 19р в кристалле 
СаР2 [11). Зависимость скорости этого процесса от~амплитуды радиочастотного поля 
поля Н1 определяется формулой [11,31] 

где Ми s - второй момент на ядре примеси от ДИJIОЛЬНОГО взаимодействия с ядрами 

фтора, g(H1) - спектр корреляционной функции продольного локального поля (11) 
на ядре 4ЗСа от ядер фтора, нормированный на единицу по площади. Как можно за­
юiючить по величинам решеточных сумм [12,31], в экспериментальных ориентациях 
поля [111] и [110] вклад с петлями еще меньше, чем было в случае поля на ядре 19р. 
Поэтому с большой точностью g(H1) совпадает со спектром корреляционной функции 

г At). Уравнение для расчета этой функции с полным вторым моментом можно по­
лучить из уравнения (29) после устранеНЮlделения на Fq(t') и добавления в скобках 
вместо вычитаемого члена bq / F;(t') вклада от далеких спинов 4(1 - dc )/9. Входящие 
в это уравнение функции Fq(t) рассчитываются по прежним нелинейным уравнени-

ям. Ввиду медленного затухания rz(t) временной интервал был увеличен до 40/M~/2 и 
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Рис. 4. Кроссполяризационные спектры для 

43Ca_19F в CaF2 при двух ориентациях маг­
нитного поля. Экспериментальные данные 

Мак-Аргура-Хана-Волстедта [11) показаны 
кружками (светлыми при но 11 [111) и темны­
ми при Но 11 [110). Фурье-спектры корре­
ляционных функций tz(t) показаны сплош­
ной линией при Но 11 (111] и штриховой 

при Но 11 (110) 

разбит на 64000 точек. Результаты расчета спектров показаны на рис. 4 вместе с экс­
периментальными данными. Сравнение показывает, что уравнения (28) и (29) хоро­
шо описали кроссполяризацию и, следовательно, флуктуации продольного локального 

поля. Справедливости ради надо сказать, что уравнение с гауссовой функцией памя­

ти [31] дало даже лучшее согласие. Причина в том, что экспериментально наблюдалась 
фактически центральная часть спектра rZ<t), сильно суженного флуктуациями, о чем 
свидетельст~ует большое отношение его моментов M4z /Miz' Поэтому достоинства ~a­
мосогласованного описания флуктуаций перед их описанием гауссовой функцией не 

проявились, тогда как проявилось уменьшение M 4z из-за отказа от учета взаимодей­
ствия с далекими спинами в нелинейных уравнениях (28)-(30). 

TaIO,lM образом, мы убедились, что полученные уравнения правильно описыва­
ют эксперимент по кроссполяризации и крыло линии поглощения ЯМР, измеренное 

непрерывным методом. Если вернуться к результатам на рис. 1, полученным после 
фурье-преобразования формулы Энгельсберга-Лоу (1) для спадов свободной прецес­
сии, то можно сделать вывод, что эта функция достаточно хорошо описывает крылья 

спектров в ориентациях [100] и [111], но в ориентации [110] приводит к заметно круче 
спадающему крьту. 

Проанализируем теперь форму крыла, следyl()ЩУЮ из цитИруемых выше теорий. 

Авторы работ [4,5] вообще отказались от учета флуктуаций продольного локального по­
ля, поэтому в их теории кРыло спектра ЯМР спадает даже круче, чем крыло Функции 
Гаусса. В работе [6] внесено существенное усовеРШенствование: неизменным рассма­
тривается не все продольное локальное поле, а вклад в него от близких спинов (спинов 

ячейки), тогда как поле далеких спинов описано гаусс-гауссовским случайным процес­

сом. В результате таких изменений крыло теоретического спектра ЯМР приблизилось 

к экспериментальному, но центр спектра стал описываться даже хуже. Подход с вы­

делением ячейки получил свое дальнейшее развитие в работе [9]. Однако, поскольку 
вклад далеких спинов вводится в спад свободной прецессии домножением на ЭКСПО-
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ненциальный сомножитель из функции Энгельсберга-Лоу (1), крыло получается таким 
же, как и у спектра этой функции. Наконец, в работе [10] флуктуирующим считается 
продольное локальное поле от всех спинов. для задания изменений поля во време­

ни использован разрывный марковский процесс, хорошо себя зарекомендовавший при 

описании изменений спектров ямр вследствие подвижности атомов и молекул [25,32]. 
В жесткой решетке этот процесс является не совсем удачным приближением реальных 

флуктуаций локального поля, поскольку он дает лоренцево крьmо спектра и, следова­

тельно, бесконечное значение для всех спектральных моментов, тогда как в жесткой 

решетке они должны иметь конечные значения [25]. 
Иной подход, не использующий понятие продольного локального поля, применен в 

работе [8]. В этой работе преимущественный учет влияния диполь-дипольноro взаимо­
действия между проекциями спинов на внешнее магнитное поле проведен в формализме 
непрерывной дроби. Показано, что при отбрасывании в диполь-дипольном гамильто- -
ниане взаимодействия между поперечными спиновыми компонентами коэффициенты 
в непрерывной дроби возрастают с ростом номера линейно. При включении отбро­

шенного взаимодействия рост коэффициентов ускоряется. для получения замкнутого 

выражения, допускающего расчет, авторам пришлось сделать предположение о ВИде 

этой зависимости. Бьmо предложено экстраполировать квадратичную зависимость от 

номера, установленную по точным значениям первых четырех коэффициентов. Подоб­

ная зависимость бьmа обнаружена ранее у анизотропной гейзенберговской модели [33]. 
Необычные свойства непрерывных дробей с такими коэффициентами обсуждались в 

работах [33,34]. для нас интересно, что при такой аппроксимации крыло спектра по­
лучается экспоненциальным, что согласуется с результатом нашей теории самосогла­

сованного флуктуирующего поля. Тем самым, формальный переход в непрерывных 

дробях от линейной зависимости коэффициентов от номера к квадратичной получил в 

нашей теории физическое объяснение как переход от постоянных локальных полей к 

ФЛyriyирующим. Далее, в этой же работе [8] для упрощения расчетов вместо квадра­
тичной зависимости постулируется постоянство коэффициентов начиная с ПЯТИдесято­

го. В этом случае получается спектр с обрезанными крьmьями. Обрезанными, правда, 

достаточно далеко от центра. 

Приведенный обзор работ показывает, что главное достоинство предложенной тео­

рии перед другими состоит в том, что при вычислении корреляционных функций че­

рез самосогласованные уравнения отпадает необходимость в постулировании их формы 

или формы функции памяти в уравнениях для них. Другими достоинствами, позволив­

шими добиться лучшего согласия с экспериментом, являются учет конечности числа 

ближайших соседей и передачи поляризации через сложные корреляции. Вместе с тем 

в дальнейшем предстоит уточнить оценку ослабления флуктуаций поля, более после­

довательно учесть вклад далеких спинов, ,а также вклад сложных петель. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, как импульсные, так и непрерывные исследованИя методом ямр 

выявили экспоненциальную зависимость крыльев спектра. Изменение параметров этой 

зависимости с ориентацией кристалла в маmитном поле не сводится к изменению 

второго момента спектра. Этот факт объяснен нами с помощью нелинейных уравне­

ний для корреляционных функций, выведенных в приближении самосогласованного 
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флуктуирующеro поля с учетом свойств реальной реl,llетки. Показано, что крыло экс­

поненциальной формы - следствие самосогласованных флуктуаций локальноro поля. 

Вследствие анизотропии диполь-дипольноro взаимодействия число ближайших соседей 

и вклад сложных корреляций изменяются с ориентацией, что ведет к изменению ин­

тенсивности флуктуаций локального поля и к дополнительной по сравнению со вторым 

моментом зависимости параметров крыла. Наоборот, если ограничиться приближени­

ем постоянных локальных полей, то можно прийти к ошибочному выводу, сделанному, 

например, Дж. Уо [35], о том, что спектр будет иметь границу, после превышения ко­
торой расстройкой радиочастотноro поля последнее переста~ нагревать спиновую си­

стему. Как показано· выше, это не так. Спектр хотя и экспоненциально слабый, но 

простирается праКтически до бесконечных частот. Этот вывод является важным для 

теории установления равновесия в спиновых системах. 

Авторы благодарят П. П. Федорова за предоставление монокристалла ВаР2 , 

В. А. Ацаркина, Ф. С. Джепарова и А. А. Лундина за обсуЖдение результатов раБотыI. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Красноярскоro кpaeBOro фонда 

науки (грант 5РОО68). 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Согласно теории вычисления асимптотик интегралов [36], для достаточно больших 
частот фурье-образ функции Энгельсберга-Лоу (1) определяется ее поведением на оси 
мнимого времени вблизи точки ветвления t = iA. В этой области сделаем замену пе­
ременного t = i7 И перепишем произведение, входящее в функцию (1), в новом виде: 

П(1 + 2 2) = sh(b7) П 1 + а;' 72 
n=1 аn 7 Ь7 n=1 1 + 72 /(n7,)2' 

(А.1) 

где в произведении остались сомножители с первыми неэквидистантными нулями спада 

свободной прецессии, тогда как бесконечное произведение с эквидистантными нулями 

иn = n7', отсутствовавший в работе [3] штрих добавлен, чтобы не путать с мнимым 
временем) собрано в функцию sin(bt)/bt [3] с параметром Ь = 1Г/т'. На интересующем 
нас интервале мнимой оси (iA, ioo) стоящее в правой части (А.1) произведение изменя­
ется незначительно, поэтому подставим в (А.1) его значение D в точке t = iA (7 = А), 
величиtЩ..котороro в трех ориентациях следующая: 0.883 в [100), 0.514 в [110] и 0.690 
в [111]. После этого искомая производная спектра выражается через функцию Макдо­
нальда, ограничившись первыми членами асимптотическоro ряда которой, получаем 

d DC (А )1/2 . - g(CL!) ~ - - il~З/2 ехр {А(С - щ} 
~ ~ h ' 

(А.2) 

где 

1/2 
При CL! = 2М2 значение (А.2) меньше рассчитанноro спектра функции (1) на 15%, а 

1/2 
начиная с 2.5М2 практически совпадает с ним. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Определим главную часть решения системы уравнений (28), (29) в окрестности осо­
бой точки с координатой то, используя метод аналогичный анализу Пенлеве подвижных 

особенностей нелинейных обыкновенных ди<ЦФеренциальных уравнений. С этой целью 

запишем ее в виде 

(Б.I) 

подставим в (28), (29) и сохраним в правых частях только главные члены. Из условия 
равенства левой и правой частей полученных уравнений для показателей сингулярно­

стей находим 

81 = 82 = 8з = 2(1 + v)/[v(2Z - 3) - 1], 

(1 = (2 = (3 = (2 + 81 )/у = 81(2~ - 3) - 2, 

тогда как для амплитуд получаем систему алгебраичесКих уравнений: 

Подобным же образом для характеристик функции 

находим 

( = (1 + 81 = 2(2Z - 1 + У)/ [v(2Z - 3) - 1], 

;(1 ;) - с2 (n1 Ь1 n2Ь2 nЗ Ь3 ) а., +., -- --+--+--
2 ст c~ c~ . 

(Б.2) 

(Б.3) 

(Б.4) 

Наконец, если подставить (Б.3) в (34), то получаем, что особенность у функции 
Rf(t) оказывается более сильной, чем у остальных функций. для исправления этого 
несоответствия следует заменить показатель степени v на меньший {З, определяемый 
условием {з( = 2. Причина в том, что изменения ориентаций спинов, удаленных от 
выделенного, приводят к меньшему изменению локального поля, чем переориентация 

соседних спинов. Точно так же следует заменить v на {з в поправочных членах Ф2n(t). 
Выше в тексте мы не делали этих замен, поскольку они не приводят к заметным из­

менениям расчетных кривых в рассматриваемых областях. 
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