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Проведен анализ эффектов самовоздействия интенсивного когерентного электромаг

нитного излучения в электрон -позитронном вакууме, находящемся в однородных статиче

ских электрическом и магнитном полях. для учета днсперсии вакуума используется моди

фикация теории Гейзенберга-Эйлера с включением в лагранжиан членов с производными 

от поля. Нефизическая ветвь рещений дисперсионного уравнения исключается переходом 

к квазиоmическому уравнению для медленно меняющейся огибающей поля, которое опи

сывает распространение излучения с учетом дифракции, пространственно-временной днс

персии и нелинейности вакуума. Продемонстрировано существование «темных> (с прова

лом интенсивности) солитонов излучения в вакууме. Покаэано наличие самофокусировки 

излучения и определена критическая мощность самофокусировки. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Эффект поляризации вакуума в сильных электромагнитных полях нарушает линей

ность уравнений Максвелла [1], что отвечает разнообразным нелинейно-оптическим 
явлениям, которые могут наблюдаться как в астрофизических исследованиях [2-6], так 
и в лабораторных экспериментах с использованием мощных лазерных установок [7-
9]. Теория Гейзенберга-Эйлера этого эффекта приводит к уравнениям Максвелла, сов
падающим по форме с уравнениями нелинейной электродинамики сплошных сред в 

отсутствие дисперсии [1]. Тем самым вакуум уподобляется прозрачной среде с нерезо
нансной слабой нелинеЙностью. Более точно, дисперсия слаба вдали от резонанса для 

излучения с характерными частотами (;.) « (;.)е, где (;.)е = mc2/2h, m - масса электро
на, с - скорость света. Отвечающее рождению электрон-позитронных пар поглощение 

излучения в вакууме экспоненциально мало для полей с докритическими напряженно

стями, Е « Ее = m 2c3/eh, где е - заряд электрона. 
Вместе с тем локально слабые эффекты нелинейности и дисперсии могут накап

ливаться на длине трассы распространения излучения, что и обосновывает важность 

их учета. для включения в рассмотрение даже слабой дисперсии необходим выход за 

рамки теории Гейзенберга-Эйлера, развитой для статических однородных полей. Это 

возможно сделать при дополнении лагранжиана членами, содержащими производные 

от поля [10,11]. При этом, однако, нетрудно убедиться (см. [12] и обсуждение урав
нений (6)-(10) ниже), что уже в случае слабого поля в дисперсионном соотношении 
возникают новые нефизические ветви. Задача настоящей работы состоит в выводе и 

анализе лишенного таких трудностей квазиоптического уравнения для огибающей поля 
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(приближение медленно меняющихся амплитуд). Последнее уравнение как раз и учи

тывает эффекты слабой нелинейности и дисперсии вакуума, что позволяет корректно 

описывать широкий круг таКих нелинейно-оптических явлений как самофокусировка, 

солитоны, стабилизация ударных волн и т. д. Дисперсионное расплывание в вакууме 

импульсов слабого излучения кратко рассматривалось в [12]. Насколько нам известно, 
эффекты самовоздействия в диспергирующем вакууме в литературе ранее не анализи
ровались. 

2. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 

Далее используется система единиц, в которой скорость света с = 1, постоян
ная Планка h = 1, а квадрат заряда электрона е дает постоянную тонкой структуры 
е2 = 1/137. Исходным служит лагранжиан электромагнитного поля вида 

L = Lo + L н Е + L'. (1) 

Здесь Lo = -(1/167!')FikFik - лагранжиан классического электромагнитного поля, ква
дратичный по тензору электромагнитного поля Fik [13] (используется вещественная 
форма этого тензора); L н Е - поляризационная поправка в рамках теории Гейзенберга

Эйлера, содержащая более высокие степени тензора Fik [1], и L' - найденная в рабо
те [10] поляризационная поправка, включающая производные от тензора электромаг
нитного поля. В низшем по степеням поля и производным приближении 

, 
4 

L (4) - е (4р2 + 7с2) 
Н Е - 3607!'2m 4 ' 

(2) 

(3) 

9 = е2 / 3607!'m 2, О = д2 / де - !1 - оператор Даламбера, !1 - оператор Лапласа, F и G 
обозначают инварианты поля: 

(4) 

Е и В - напряженности электрического и магнитного полей. Условия применимости 

такой формы лагранжиана имеют вид 

(5) 

где w и k - характерные частота и волновое число излучения, Ее = т 2/ е - критическая 
напряженность рождения электрон-позитронных пар. 

Первая пара уравнений Максвелла выражает связь напряженностей электрического 

Е и магнитного В полей с потенциалами и потому сохраняет вид 

divB = О, rotE = -fJВ/fJt. (6) 

Вторая пара уравнений Максвелла находится варьированием действия с лагранжианом 

(1) и также записывается в прежней форме: 

rotH = (JD/fJt, divD = О, 
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где 

D = Е + 47ГР, Н = В - 47ГМ, (8) 

аР = a(LHE + L')/aE и М = a(LHE + L')/aH - векторы электрической и магнитной 

поляризации. Однако теперь эти величины нелокально связаны с напряженностями 

полей (в отличие от теории Гейзенберга-Эйлера, в рамках которой дисперсия отсут

ствует, см. [1]). В низшем приближении по дисперсии и нелинейности имеем 

Р = Р(3) _ 6g О Е 
НЕ , н = н(3) + 6g О В 

НЕ ' 
(9) 

4 
(3) _ е 

МН Е - 1807Г2т4 (4РВ + 7СЕ). (10) 

Уравнения Максвелла (6), (7) вместе с «материальными уравнениями» (8)-(10) со
ставляют замкнутую систему уравнений, описывающую нелинейные и дисперсионные 

эффекты при распространении электромагнитного излучения в электрон-позитронном 

вакууме при выполнении условий (5). Заметим, что в соответствии с (9) дисперсия явля
ется и пространственной, и временной, характеризуясь одной и той же постоянной g. 
В связи с первыми двумя условиями (5) дисперсия должна быть слабой. Игнорирова
ние этого требования вело бы к следующему затруднению. В пределе весьма слабых 

полей, Е ~ (w/т)Ec , можно бьшо бы пренебречь в выражении (9) для поляризации 
нелинейными по полю членами, P~~, HZ)E ....... О, сохранив дисперсионные члены. В 
соответствующем волновом уравнении в дополнение к обычной ветви k2 = w2 появи
лась бы новая ветвь дисперсионной кривой, не имеющая физического смысла. Этой 

ветви отвечают резкие пространственно-временные изменения поля, не удовлетворяю

щие условиям (5). 
Как и в теории Гейзенберга-Эйлера, плоская волна остается решением приведен

ных уравнений, т. е. поляризация вакуума плоской волной отсутствует. Хотя формаль

но дополнительные «<дисперсионные») члены в (9) линейны по полю, они исчезают 
для слабых полей, удовлетворяющих обычному дисперсионному соотношению. Дис

персия вакуума проявляется при нарушении классического дисперсионного соотноше

ния k2 = w2. Этого можно добиться различными способами: за счет нелинейности при 
взаимодействии нескольких плоских волн (скрещенные пучки излучения) [7-9], при 
наличии разреженного вещества (плазмы) [14] и т.д. Далее будет рассмотрен наибо
лее простой вариант распространения электромагнитного излучения на фоне достаточ

но сильных статических однородных электрического и магнитного полей, нарушающих 

указанное дисперсионное соотношение. 

3. СЛАБОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ НА ФОНЕ СТАТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

Представим поле в виде наложения статических электрического и магнитного по

лей (индекс О) и пучка/импульса сравнительно высокочастотного электромагнитного 

излучения (величины со штрихом): 

Е = Ео + Е', В = Во + в'. (11) 
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В данном разделе будем считать высокочастотное излучение слабым, пренебрегая в вы
ражении для поляризации нелинейными по Е', В' членами: 

D = Do + D', Н = но + н'. (12) 

Слабое излучение может быть представлено суперпозицией плоских волн с 

пространственно-временной зависимостью вида 

Е' = E1exp[i(kr - wt)] (13) 

и аналогичных соотношений для В', D' и Н'. для отдельной плоской волны, характе
ризуемой волновым вектором k и частотой w, уравнения Максвелла сводятся к соот
ношениям 

[kE'] = wB', [kH'] = -wD'. (14) 

Материальные уравнения, выражающие D' и н' через Е' и В', получаются линеариза
цией по Е' и В' выражений (9), (10). С их помощью нетрудно найти дисперсионные 
соотношения между волновым вектором k и частотой w. Внешние статические поля 

приводят к анизотропии вакуума, что делает общие соотношения громоздкими. По

этому рассмотрим сначала примыкающий к кристаллооптике одноосных кристаллов 

случай наличия только одного из статических полей - магнитного (Ее = О).' Тогда 
материальные уравнения примут вид 

D' = (1 - !3)Е' + 71'(Е'Во)Во , н' = (1 - !3)В' - 41'(В'ВО)ВО , (15) 

где 

(16) 

Это отвечает тензорам диэлектрической и магнитной проницаемости вакуума 

(17) 

вида 

(18) 

Пространственно-временная дисперсия выражается в зависимости !3 от частоты w 
и от волнового числа k. В пренебрежении этой зависимостью результат совпадает с 

приведенным в [1] (при исправлении опечатки в формуле (130,4) [1]). Соответствен

но, анизотропия и дисперсия вакуума во внешнем поле отсутствуют, если В'Во = О и 

одновременно либо Е'Во = О, либо [kВo ] = О. В остальных случаях имеются анизотро
пия и дисперсия вакуума. Их удобно описывать, выбрав в качестве двух независимых 

поляризаций излучения линейные поляризации, при которых вектор В' перпендикуля

рен плоскости, проходящей через k и Во (индекс «..l») или лежит в ней (индекс «11»). 
Введя малое отклонение показателя преломления от единицы, бn, вычисленное при 

фиксированной поляризации в пренебрежении дисперсией, найдем 

(19) 
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В низшем по нелинейности приближении выражение для 8n для двух указанных со
стояний поляризации имеет вид [1] 

(20) 

где е - угол между k и Во. 
Как видно из (19), волновое число нелинейно зависит от частоты, причем коэффи

циент нелинейности в свою очередь квадратичен по нелинейному сдвигу 8n показателя 
преломления. Соответственно для групповой скорости V g импульса электромагнитного 

излучения получаем 

1 dk 
- = - = 1 + 8n + 144Jrg"i8n2• 
vg dы 

(21) 

Расплывание импульсов характеризуется параметром квадратичной дисперсии [15] 

(22) 

Неравенство D2 > О отвечает нормальной (в отличие от аномальной) дисперсии, есте
ственной ввиду удаленности от резонанса (w «wc )' При этом характерная длина рас

плывания импульса с исходной длительностью Тр составляет 

(23) 

Как видно из (23), наиболее велико влияние дисперсии вакуума в случае коротких им
пульсов высокочастотного излучения. 

4. САМОВОЗДЕйcrВИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ 

Наличие дисперсии существенно для проявления разнообразных нелинейно-опти

ческих эффектов в вакууме, в том числе она влияет на вероятность реализующегося в 

условиях синхронизма распада фотона на два во внешнем поле [1] (на языке нелиней
ной оптики - параметрический распад высокочастотного излучения [16]). Далее мы 
будем интересоваться наиболее низкопороговыми явлениями самовоздействия в ваку

уме, возможными при наличии дисперсии. Ограничимся наиболее простым вариантом 

поляризационной структуры излучения. Выберем ось z вдоль направления преимуще
ственного распространения высокочастотного излучения и будем считать, что вектор 

электрической напряженности близок к направлению оси х (орт ех ), а магнитной на

пряженности - оси у (орт еу ). При наличии и электрического (с напряженностью 

Ео = Еоех ), и магнитного (с напряженностью Во = Воеу ) статических полей соотно

шения (19), (21) и (22) сохраняют свой вид, а вместо (20) имеем [12] 

(24) 

Теперь, в отличие от предыдущего раздела, мы учтем не только линейные, но и низ

шие нелинейные (кубичные) по напряженностям переменных полей члены. При этом 

мы используем стандартное в нелинейной оптике приближение медленно меняющихся 

амплитуд, или же метод квазиоптического уравнения [16], т. е. считаем, что огибающая 
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переменного поля Е! меняется мало за времена порядка периода и на расстояниях по
рядка длины волны высокочастотных колебаний. для этого представим напряженность 

переменного поля в виде 

Е' = ~Elexp [iUJ(z - t)] + с. с. (25) 

Пренебрегая нерезонансными (не удовлетворяющими условиям синхронизма) чле

нами, приходим к следующему виду квазиоптического уравнения: 

(26) 

где 

(27) 

Коэффициент нелинейности n2 положителен, что отвечает самофокусировке (в отличие 
от дефокусировки). Отметим, что в данном приближении коэффициент нелинейности 

не зависит от частоты, так что дисперсия нелинейности отсутствует. 

Квазиоптическое уравнение (26) описывает эффекты дифракции, дисперсии и не
линейности сравнительно низкочастотного электромагнитного излучения в вакууме. 

Имеет смысл по отдельности рассмотреть проявления этих факторов, используя ана

логию уравнения (26) с квазиоптическим уравнением для «обычной» керровской сре
ды [15-18]. При этом существенно совпадение знаков коэффициентов дисперсии и не-
линейности (D2 > О, n2 > О). . 

Рассмотрим сначала случай непрерывного или квазинепрерывного излучения (дли

тельность импульса излучения Тр достаточно велика, так что дисперсионные искажения 

на трассе длины L еще не сказываются, L « L di5p ). Тогда в (26) можно пренебречь чле
ном, содержащим D 2. После перехода к движущейся с групповой скоростью излучения 

V g системе отсчета с заменой t на 

т = t - z/Vg (28) 

уравнение (26) преобразуется к нелинейному уравнению Шредингера 

. дЕ! 1 2 2 
ZU) az +"2 L>.L Е! + Ц) n21El I Е! = о. (29) 

Это хорошо изученное в литературе уравнение (см. [16,17]) описывает баланс между 
дифракционным расплыванием пучка излучения и его нелинейным схлопыванием, т. е. 

самофокусировку и коллапс в керровской среде излучения с мощностью, превышающей 

критическую F5j . При этом 

F - 5.763 _ 5.763с 
5! - 81rn2Ц)2 - 81!"n2Р· 

(30) 

В последнем выражении для критической мощности самофокусировки использованы 

обычные единицы и волновое число k = ц) / с. в этих единицах коэффициент нелиней-

ности n2 имеет вид 

(31) 
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где Q = е2 /пс = 1/137 - постоянная тонкой структуры. Если мощность излучения пре
вышает критическое значение, то в рамках квазиоптического уравнения (29) излучение 
будет фокусироваться, причем вблизи нелинейного фокуса интенсивность стремится к 

бесконечности (коллапс). Реально ограничение интенсивности в фокусе будет проис

ходить из-за неучитываемых в квазиоптическом уравнении факторов: поглощения из

лучения в вакууме за счет интенсивного рождения электрон-позитронных пар (<<пробой 

вакуума»), влияния членов с высшими степенями нелинейности в лагранжиане поля 

и уменьшения при фокусировке ширины пучка до величин порядка длины волны из

лучения. Заметим, что другой вариант самофокусировки - мелкомасштабная самофо

кусировка, или филаментация, при которой широкий пучок разбивается на отдельные 

интенсивные нити [19], - требуют значительно больших мощностей (Р » Psj )' В со

ответствии с (30) критическая мощность уменьшается с увеличением частоты излучения 
как (.V-2. Даже если мощность излучения меньше критического значения, нелинейность 
вакуума будет сказываться, в первую очередь, на угловой расходимости излучения, при

чем характерная длина нелинейных искажений 

1 Е2 

Lnl = kn2Щ IEI2 ' 

Другой важный пример самовоздействия связан с балансом между дисперсионным 

расплыванием и нелинейным сжатием импульсов излучения [15]. В этом случае, счи
тая, что длина трассы меньше характерной длины поперечных искажений пучка, пре

небрежем в (26) членом с оператором Лапласа, а также используем замену (28): 

.дЕ1 D2 д2Е1 2 
Z az - 2 дт2 + (.Vn21E11 Е1 = О. (32) 

Это одномерное уравнение Шредингера допускает точное решение методом обратной 

задачи теории рассеяния [20]. Особую роль играют солитоноподобные решения уравне
ния (32), для которых профиль интенсивности импульса не меняется при его распро
странении. Ввиду положительности коэффициентов D2 и n2 это уравнение не имеет 

решений типа «светлых» солитонов (импульс С нулевой интенсивностью на переднем и 

заднем фронтах). Однако нетрудно проверить наличие решения (32) в виде «темного» 
солитона (импульса с постоянным фоном на периферии и ее провалом в центре, см., 

например, [15, 16]): 

Е1 = А th(qT)exp(irz). (33) 

Параметры солитона - амплитуда на периферии А, обратная длительность импульса 

q и постоянная распространения Г - связаны соотношениями 

(34) 

Темный солитон может также быть интерпретирован как распространение ударной вол

ны огибающей, фронт которой (перепад между двумя значениями амплитуды огибаю

щей, - А и А) стабилизирован за счет дисперсии. для численных оценок удобно вы
разить частоту и напряженности электромагнитного поля в приведенных выше соот

ветствующих критических значениях (.Vc/21r = 6.2 . 1018 Гц, Ее = 4.4 . 1013 ед.СГСЭ. 
Тогда (22) примет вид 

[ 2] (В)4 С 43 2 (.V О. 
D2 - = 3.34·10 К - -sшО , 

см (.Ve Ее 
(35) 
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а коэффициент нелинейности (31) запишем в форме 

n2[ед.СГСЭj = 1.4 . 10-38 ( Ео;с Во) 4 (36) 

Если, в соответствии с условиями (5), положить VJ/VJc = 0.1, (Ео - Во)/Ес = 0.1, то 
D 2 = 10-47 с2 jCM И n2 = 10-42 ед.СГСЭ. 

Таким образом, в данной работе сформулированы квазиоптические уравнения, 

описывающие распространение узконаправленных и квазимонохроматических пучков 

и импульсов сравнительно низкочастотного и слабого электромагнитного излучения 

(условия (5» в электрон-позитронном вакууме в присутствии внешних статических 

электрических и магнитных полей. Учет дифракции, дисперсии и нелинейности ваку

ума позволил, при использовании аналогии с эффектами самовоздействия излучения 

в керровской среде, продемонстрировать возможность самофокусировки и формиро

вания темных солитонов в экстремальных астрофизических условиях. Такие эффекты 

могли бы проявляться И В экспериментах со сверхкороткими лазерными импульсами в 

геометрии со скрещенными пучками. 

Автор благодарен С. В. Федорову за полезные обсуждения. Данные исследова

ния поддержаны Госкомвузом России (грант NQ 95-0-5.5-74 по исследованиям в области 
фундаментального естествознания). 
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