
ЖЭТФ, 1997, том J 12,:8ШL 2(8), стр. 628--642 

СМЕШИВАНИЕ ЧАСТОТ В БИСТАБИЛЬНОЙСИСТЕМЕ 
ПРИ НAJIИЧИИ ШУМА 

А. Н. ГрuюреюCQ, П. и. НU1Шmuн, r. В. РoщenкШl 
ИNсml1Jlflут ""'щей фuзuю!/ POa-uiicкОО академии Ha)'IC 

J 17942, Моава, РОССия 

Поступила Jj реда:кцию 15 ноября 19% г. 

И~ JI.ИЮIМШG!lбиcrабилъноМ CItC11e\Ц>l, Ю3lШlCll1Ol.lUllll под деiic'l'ВИCМ нескillfМCИX 

nepиO,!l,И'ЮCКWX DO~ и шума. РIIССЧП!"d!К ~ CI'IC'reМI>I fl:a ~ r.tp

»IЖ,иах и И1lМe_ ш-umщ, nЫ:ШЗНИble ~IНОЙ МЩ~ И ~M 

ПОЕМ, CШlVIlIOlЩOl ВЬЧ~ШII,~1Ше в 'бистабмЫlOiЙ системе. СмeuJ]IIван.ие г.apMOН1iIК ЭКСJJe

~ЬHO жx:Jlt:,llOtlaН·О·13 1ГОНКОЙ пленке феррита-qr.ш,aта.. П(жа3al'fО, 'по аысшие ТЩ)

~~ ,IIe'МIЖC1pИPfЮТ асшеде.ыие, ХЦjЭЦXepi1i!« ,ILJtIIcrOXacтwteCKOn) ре:ю.иаж:а. а ФОРWlII 

OИfo.ILмnpIUI ::JaSИeИМQC1'И ~_'K от пnc'i'OSКlЮJ'O !ЮН, c~цero ~E. могут 

m..m. ИCiIЮ.и~ .!IJ1" ~_ .харитериcmк 6ист~i atC'IaIW яо 0III0IIIIilY на 

внешнюю ~ ~.иJII't:lию. 

1. ВВЕдЕНИЕ 

@J997 

Сroхастичеаси:й реэонанс, преДCI3М.ЯJOЩИЙ собой ВЫ,IВaНROe шуыом: yвeэrичение 

0'ПC1IИ1Ca биС13билыюй cиcreм:ы на перlЮ~кую МОJIYЯIЩИJO. прнмеК бом.шое вни

мание ИCCЭIeiI.oвm:лeй (l-IOJ. Инrepec БWl СШDiUI С reM.'I11() при croxacmчearoм: резо

наное шум yвe.'lичивает не только 0'П0lИК Системы, но и отношение CИПfaJl/Ш}'М. 

Н3JЮМним основные черты сroхастическoro резонанса. Обычно рассма1рИвае1СЯ 

Jl,ИНам:ик.а СИС1'е),(bl в 6исmилыlOМ потенциале с двумя вырожденными минимумами. 

В присутствии малой г.ар:ыоиической СИJIЫ отклик системы (суммарная спеюр.аль.н.ая 

ПJlOПfOCTh обобщенной координаты сиcreмы: в неКO'fOlЮЫ диапазоне частот на частоте 

внешней СИJlы) ООpe.1U:mreтcя RОЮlJlЬНОЙ ~ ыииимума поreнциала. в котором 

нахоДIIП'CЯ сиcreма. При Н31I.ИЧИИ шума - ауч:aйJюй СИJI.Ы[. икп,yu;иpyющей nepeхо/Цd 

системы bleж.щу минимумами, - отюшк сиcreмы опреJJCВeICЯ иекoropoй сJЮбaJu.иoЙ 

.эффективной. жесткос1blO пore.нциажа, которая может Бы'iь МНОЮ меньше lIoкaJlЪНОЙ 

жесткости мини.ыума. Таким образом, добавление шума 11 БИС13БИJIЪИYIO cиcre:ыу вы

зывает увеличение OТКJlИn системы H<l гармоническую мо,щУJUlЦИЮ и может npивоДИTh 

к увеличению отношения сиI'llU/ШУМ. 

Такое поведение не описывается хорошо изученной теорией .1IИнеЙНoro отклика. 

ДейCПIИТельио, суммарная си]щ, действующая HOi систему IJ условиях стоxacrичecкoro 
резонаиса, сосroит из малой периодической и нем-алой СJ[yчai(ной СИJIЫ Н, следова

-reлъно, не явяяеn:я малой. В то же время lЮCJIе усреднеНliЯ пс шумовой KOМnCHeHтe 

в отк.ликеМОIНО Вh1.делить JШнейную функцию мо.цуляционнОЙ СИЛЫ, а нелинейнзя 

система может быть заменена линейной С параметрами , зависящими ОТ уровня шума. 
Если шум создается тепловыми ф~и и сиcreма Н'IXOJJ,ИR:Я В repмо,щииамИ1fe

СКОМ равновесии, эm позoo.шreт ИСПСЛЬЗОБа1'Ь флуктуационно-диссипативную теорему 

и теорию линейною отклика 19]. 
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в качестве просreйшеro примера 13I(0Й замены рассмотрим систему ,0000000ик ко

торой на craтическую силу f дается формулой Х = Х(п. Предположим, что сила, 
действующая на систему, состоит из малой периодической f ~ и немал:ой случайной 
сАлы f,-an, а чаеroты таковы, что суммарный ОТКJШК по-прежнему дается формулой 
х= X(f~ + .I,·an)' Тогда 

х{т) 
Х = ~ __ C"fnfm-n 
~ , m 1"WI Q"',an • 

т. 

Усредняя и выделяя линейную по модуляционной силе часть, получаем 

Х(2 .. ,+н 
X~ = L (2т)! и;::"H~ = kf~, 

m 

где константа k зависит от параметров шу.ма. При малом шумовом сигнал:е ОПUlИК опре
деляется дифференциалом Х ~ ::;:,: х' f ~ и является локальным. При большой силе шума 
ОТЮПfк .определяется глобальными характеристиками функции Х(!) и оообеннОС1ЯМИ 

потенциала. Главное отличие сroхастическоro резонанса от элементарного примераза

ключается в необходимости ycpeдНllTh нелинепные уравнения движения {3, 5, 7, 8]. Тем 
не менее стохастический резонанс является .одной из немноrих нелинейных проблем, 

8 которы" возможно получение достаroчно точных анал:итич:ecJGIX резулыаroв. 8 каче
стве основопол.аraющеro приыера таких задач отметим м3япfик Капицы L 11). 

Стохастический ре:юнанс был исследован экспериментально в различных биCl3-

бюiьных систе"ах: лазерах {41. электрических схемах IЗ,6}, в одноосном ферромагне
тике (12) и Т.Д. Была развита reoplOl резонанса [5,7-9), ВКJIючившая такие пOllЯТИЯ, 
как фаза резонанса [131, добpomос:rь (14), время первоro перехода [15]. Одиако основ
ное внимание авторов бwIO сосредоroчено на rnpмонической ".оцуляции, И вопросы 

смеши83.НМ частот в бистабилЫlОЙ системе при наличии шума бьши затронуты ЛИШЬ 

сравнигельно недавно (16-191. Продолжая начатое в [141 исследование, в данной рабо
те мы подробно рассмотрим смешивание rapмоник в бистабильном потенциале. Ин

терес к зm".у вопросу связан с возможностыо получения большей добротности кривой 

стохас:rnческоro резонанса (Т .. е. большей величины ника стоx.acmческо:го резонанса). 
Дейсmительно, минимум отношения сигнал/шум в случае croхас11fЧeCКOfO резонанса 

определяется откликом, связанным с .ДИнамикой системы ВНУ1Ри одной пareнциaJ(Ь

ной ямы. В 1'0 же время смешивАние гармоник oтcyrc;твyeт в mpaбoлическом потен

циале, а значит, тем меньше, чем меньше уровень шума всиcreме. особое внимание 

будет уделено асиымe-rpичному случаю, при коюром МИНlOl}'JllЫ пoreнцmшa различ

ны.Работ.а построена сл:едующимООразом. 8 разд.. 2 МЫ OШflUieМ экспериментальную 
yc-mноику, при помощи которой изyчa;rись явления смешивания гармоник 8 ферро
М3ЛfИ1НОЙ системе. 8 разд. 3 предcr.шлены ОСНOIШыеэксперииентальные результаты. 
Теория .отклика бистабильной сиcreмы, подверженной действию двух гармонических 

сил в приcyrcrВJ~И шума, изложена в рац. 4. 8 ра:щ. 5 проводится сравнение теории с 
экспериментом и 8 ЗаКJ1ючении даны OCHDBHble результаты и выводы. 

Z. ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА ИCCJIЕДОВАНИЙ И УСТАНОВКИ 

Смешивание гармоник в у.словиях rcroхастичесJCОГО резонанса эксперименталъно 

изучалось в биста6ильной магнитнойсистеме, представлиющей собой локальный уча-
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Рис. 1. Схемы положения образца в квадруполъном магнитном поле (а) и фокусировки ла

зерного излучения на образец (6). Обозначения: 1- подложка, 2 - феррит-гранатовая плен

ка, 3 - пучок поляризованного лазерного излучения, 4 - направления поляризации света 

сток доменной границы в тонкой легкоосной пленке феррита-граната. Известно [20], 
что движение доменных границ в Феррит-гранатовых пленках происходит скачками ло

кальных участков. Эти скачки возникают из-за взаимодействия границы с местами сто

порения. Таким образом, локальный участок доменной границы, фиксируемый внеш

ним полем между двумя ближайшими местами стопорения, представляет собой про

стейшую бистабильную систему. Более подробно характеристики движения доменных 

границ, параметры мест стопорен ия и анализ ансамбля магнитных дефектов в фер

рит-гранатовых пленках приведены в работах [21,22]. 
Исследовались феррит-гранатовые пленки (LuВi)з(FеGа)sО12, (GdТlВi)з(FеGа)sО12 

толщиной от 7 до 30 мкм С намагниченностью насыщения от 80 до 500 Гс и полем 
анизотропии от 1 до 1.8 кЭ. Результаты, представленные в статье, получены на пленке 
состава (LuВi)з(FеGа)sОI2 со следующими характеристиками: намагниченность насы

щения 4к Ms = 80 Гс, поле анизотропии На = 1800 Э, толщина h = 30 мкм, пеРИQД 
страйпа р = 25 мкм. 

Бистабильной системой служил локальный участок изолированной доменной гра

ницы с типичным размером....., 10 мкм, который фиксировался между двумя ближай
шими местами стопорения, расположенными на расстоянии....., 0.4 мкм друг от друга. 
Обобщенной координатой являлось положение локального участка в пленке, а биста

бильный потенциал возникал из-за взаимодействия доменной границы с местами сто

порения. 

Для формирования изолированной границы феррит-гранатовая пленка располага

лась в градиентном магнитном поле с величиной градиента 2000 Э/см, созданном спе
циальной системой магнитов [23]. На рис. lа показано намагничивание пленки в квад
рупольном поле с образованием прямой уединенной границы в седловой линии поля. 

Подобная геометрия позволяет избежать взаимодействия множества доменных границ, 

обычно присутствующих в одноосных пленках. Кроме того, перемещая пленку отно

сительно седловой линии градиентного поля, мы могли реализовать прямую изолиро

ванную доменную границу в любом подходяшем месте пленки. 

Важно отметить тот факт, что из-за присутствия множества мест стопорения ло

кальный участок доменной границы двигался в эффективном бистабильном потенциале 

только при приложении магнитных полей меньше 0.5 Э. При больших полях движе,ние 
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Рис. 2. Принципиальная схема установки: 1 - лазер, 2 - объектив, 3 - Феррит-гранатовая 

пленка, 4 - подложка, 5 - система магнитов, 6 - объектив, 7 - призма Волластона, 8-
фотоприемное устройство, 9, 10, 11 - катушки для создания магнитных полей, 12 - гене

ратор шума, 13 - селективный нановольтметр, 14, 15 - генераторы периодических сигна

лов, 16, 17- осциллографы, используемые для контроля основных сигналов, 18 - источник 

постоянного магнитного поля, 19 - самописец 

происходило в мультистабильном потенциале. 

Регистрация смещения локального участка проводилась стандартным магнитоопти

ческим методом напросвет. Принципиальная схема установки приведена на рис. 2. Пу
чок линейно поляризованного излучения Не-Nе-лазера 1 с длиной волны>. = 0.63 мкм 
и плоскостью поляризации (плоскость yz), перпендикулярной плоскости рисунка, фо
кусировался объективом 2 с фокусным расстоянием F = 1.5 см на поверхность фер
рит-гранатовой пленки З, нанесеннои эпитаксиальным способом на прозрачную под

ложку из галлий-гадолиниевого граната 4. 
Феррит-гранатовая пленка располагалась в квадрупольном магнитном поле, сфор

мированном системой магнитов 5. При прЬхождении пучка поляризованного излучения 
через образец вектор поляризации поворачивался в соответствии с направлением МВ 

(см. рис. 16). В результате исходный световой пучок разбивался на два с противополож
но ориентированными векторами поляризации. Объектив 6 с фокусным расстоянием 
F = 16 см проецировал изображение освещенного участка пленки в плоскость фото
приемного устройства 8. После прохождения призмы Волластона 7 вышеупомянутые 
поляризованные пучки разделялись в пространстве по направлениям распространения 

и попадали на разные фотодиоды .. Кроме двух фотодиодов фотоприемное устройство 
включало в себя схему вычитания шумов и усилитель, сигнал с которого подавался 

на селективный нановольтметр 13 типа 233 и осциллограф 16. Таким образом, изме
ряемый сигнал представлял собой изменение оптического потока, возникающее при 

смещении доменной границы, и был в нашем случае прямо пропорционален смеще-
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нию. 

В качеc-rБе источника шумового маrnитнorо поля использовалась катушка 9. Ис
тО"шиком гармонических магнитных полей служили две катушки 10 и 11. Все катуш
ки располагались в непосредc-rБеННОЙ близости от пленки, как это показано на рис. 2. 
При этом катушка 10, создававшая медленно изменяющеесЯl с п~тоянной скоростью 
поле, располагалась. над пленкой, а витки катушки 9 и катушки 11, которая являлась 
генератором raрмоническоro поля, охватывали кольцами участок пленки под фокаль

ным пятном светового пучка. При такой ориеmации катушек возмущающие IЮIlЯ и 

шумовое поле были направлены вдоль оси у перпендикулярно поверхности пленки, а 

движение доменной границы происходило вдоль оси Х. С целью уменьшения помех, 

вызванных вибрациями при измерении малых изменений мапштооmических сигналов, 

вся эта КОНCFpукция размещал ась на шпическом столе. 

В процессе эксперименroв шумовое магнитное поле воо.буждалось электрическим 

сигналом, сформированным генерат.ором шума 12. для контроля и региc-rрации этот 
же сигнал п.одавался на селективный нановольтметр 13. Источниками гармонических 
сиrnагюв служили тснераторы 14 и 15 типа Г4-153. Одновременно эти. же сигналы для 
коmpo!JЯ И В процессе настройки подавались на осциллографы 16 и 17. для питания 
катушки 10 использовался reHepaTOP постоянног.о тока 18, КОТОРЫЙ формировал мед
ленно изменяющийся сиrнал обеих полярностей таким образом, что поле катушки 10 
непрерывно нараc-rало от -55 мЭ до +55 мЭ. Перед началом эксперимеНТОR проводи
лась юстировка оnтическ.ой схемы И настройка аппаратуры. Юстировка служила до

стижению следующих основных целей. 

1) Фокальное пятно должно было быть дocTaTO"fНO малым, так чтобы не происхо
дило усреднения сигнала отклика по многим локальным участкам доменной границы. 

Это характеризовалось формой сигнала: при плавном изменении продвигающегося по

ЛЯ .она д.олжна была быть ступенчатообразной [201. 
2) Доменная граница должна была разбивать засвеченный участок пленки под фо

кальным пятном на две симметричные части (сект.оры), как это показано на рис. 16. 
При этом движение доменной границы индуцировало максимальный сиrnал отклика 

при прочих равных условиях. 

3) Mec-ro расположения доменной границы в градиентном маrnитном поле ДОЛЖ
но было быть локализовано между двумя одинаковыми по шубине потенциальными 

ямами. 

ВЫП01'lнение ПOC1lеднего усл.овия onpeделялось следующим образом. В присyrcтвии 

гарм.онического магнитного поля ВКЛЮ'IaJIОСЬ шумовое поле, при котор.ом скачкообраз

но B03pac-raJ1 сиrнал onшика, реrnстрируемый селективным HaHOВO!lьтмeТPOM 13. Далее 
на катушку 10с помощью reHepaтopa 18 подавался слабый постоянный ток. Воз.ниюm
шее при этом маrnитное поле сдвигало доменную границу вдоль оси х, вследствие чеrо 

наблЮДaJIОСь. уменьшение сигнала отклика. Если при перемt~не напрамения JЮCТОЯН

HorO тока и, соответственно, сдвига доменной границы в ДР~VFYЮ сторону происходи.JiЮ 
умень.шение сиrнала д.о той же веЛИЧИНЫ, эro являлось свидетельством выпwrнения 

вышеуказанного УСЛОВИЯ. 

4) Призма Вoi1ластона 7 должна была быть ориентирована так, чтобы в отсутствие 
продвиrnющего поля сиrnал с фt:лоприемного устройства В виде шумовой дорожки имел 

минимальную амrшитуду. 

Настройка аппаратуры состояла 8 устан.омении параметров шумового и во.змуща

ющих. сигналов, требуемых для проведения конкретного эксперимента. 
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3. ЭКСПЕРИМЕНТ 

в первой часm эксперимецroв измеРМСЯ отклик локальноro участка доменной гра

ницы на приложенное гармоническое поле в присутствии случайного магнитного поля. 

Onc.ликом являлась спеЮРaJ1ЬНая nЛ:ОТНОСTh магнитооптическоro СИfНал:а, измеренная с 

помощью селекrnвноro наиовольтметра с селективностью 54 дБ. 13 зависимости откли
ка от частоты можно было Бьцелить узкий ПИК, связанный с внешним гармоническим 

полем, и плавную кривую, связанную с шумовыми полями. Вклад в оП<Лик на частоте 
внешней гармонической силы, вызванный Э1'ОЙ силой, был в нашем случае измеряе

мым сигналом, в то время как вклад В Э1'ОТ отклик, обусловленный случайной силой, 

являлся шумом. В исследуемых условиях шумовые характеристики отклика (шум) в от

сутствие модулирующего поля не юменя:лись. Таким образом, шум мог БыTh измерен 

как отклик системы в отсутствие модуляции. Еще раз отметим, <fЮ мзrн:итооптиче

ский сигнал был прямо пропорционален перемещению локального участка доменной 

границы, т. е. обобщенной координате исследуемой бистабильной системы. 

В качестве характеристики шума выступала спектральная плотность N шумового 
магнитного поля. Она опредеяялась 110 спектpaJlЬНОЙ плотности тока в шумовой ка

тушке на частоте внешнего гармонического поля и выражалась IЗ единицах мкЭ/Гцl/2. 
Генератор шума ПОЗВОЛЯЛ изменять параметр шума N в пределах от 15 мкЭ/Гц1/2 до 
110 мкЭ/Гц 1/2. АМПЛИ1Уда rapм:оническоro поля задавалась в пределах от 5 м:З дО 50 мЭ •. 
а частота - от 200 Гц до 7 кГц. 

На рис. 3 показаны зависимости сигнала и шума, парамеТРИЗО8анные сопротивле
нием, задающим параметр шума в генераторе шума, и измеренные при малом време

ни интеrpирования. На рис. 4 привеД(~на зависимость оmошения сигнал/шум от N. 
Заметим, что по мере изменения N отношение сигнал/шум сначала уменьшается, за
тем начинает возрастать и при некотором N достигает локального максимума, после 
чего убывает. Присутствие такого максимума и характеризует наличие магнитостоха

cmческого резонанса. Таким образом, доменная rpа.ница, фиксированная между двумя 

ближайшими местами стопорения, действительно находится в условиях стохасmческо

ro резонанса. 

50 

40 

IO 

2 3 4 5 
СОЩЮ1"ИВЛСПие, кОм 

рис. 3. Зависимосm сигнала {1) и шума 
(2)ОfconpoтивленИЯ,3аДа~параметр 

шума. Амroип)'дз перемеНffОЮ ПОЛЯ "9 мЭ, 
частоra 260 Гц 

~15 
@ 
i: 
:s:: 
~ю 
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а 
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Рие. 4.. Кривая croxacтическоro резонан

са ДЛЯ OCfЮВНоИ ПI'j)Монmcи. Амплитуда IЮ

ременною магнитного IЮЛЯ "9 мЭ, час"l"О-

oгa2601Ц 
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Магнитное поле, мЭ 

40 

Рис. 5. Зависимость сигнала от посто

янного магнитного поля, делающего ми

нимумы бистабильного потенциала нерав

ными, при N = 63 МКЭ/Гцl/2 (1) и 
N = 27 мкЭ/Гцl/2 (2). Амплитуда гар
монического поля 18 мЭ, частота 4 кГц 

Затем нами бьша изучена зависимость отклика системы от симметрии потенциала. 

Для снятия вырождения минимумов бистабильного ПОТЩ:IЦиюта прикладывалось посто

янное магнитное поле, перпендикулярное плоскости пленки. При достаточно большом 

постоянном поле система становится моностабильной и локальной участок доменной 

границы фиксируется на микродефекте. Это приводит к разрушению условий стохасти

ческого резонанса и, как следствие, к уменьшению отклика на приложенное переменное 

поле. 

На рис. 5 приведены кривые отклика, измеренные на частоте модулирующего по
ля 4 кГц, в зависимости от амплитуды постоянного магнитного поля, снимающего 
вырождение. В качестве параметра выступала величина N, которая изменялась от 
15 мкЭ/ГцJ/2 до 63 мкЭ/ГцJ/2. Как видно из рис. 5, кривые монотонно спадают для 
обоих направлений поля. По мере увеличения силы шума происходит уширение кри

вой спада отклика. Это уширение может быть охарактеризовано при помощи величи

ны дН - диапазона полей, в которых отклик больше или равен 0.5 уровня максимума 
сигнала, На рис. 6 показана зависимость дН и максимума S сигнала (В(Н = О» от 

квадрата параметра шума N 2 , который пропорционален уровню шума в системе. Как 
видно, кривая S(N2) имеет максимум при N 2 = 1400 мкЭ2/Гц, а зависимость AH(N2) 

линейно растет с ростом N 2 во всем диапазоне изменения. 
Основная часть экспериментов была посвящена смешиванию различных гармоник: 

движению доменной границы под действием двух гармонических полей Н] и Н2 С ча
стотами 1] и 12. Исследовалось смешивание гармоник как в бистабильном потенциале 
с равными минимумами, так и 'при приложении постоянного поля, снимающего вы

рождение. Зависимость отклика от силы шума имела типичный вид, соответствующий 

стохастическому резонансу. На рис. 7 представлена кривая стохастического резонанса 
для нечетной гармоники, возникающая под действием двух гармонических полей с ча~
тотами 1] = 3 кГц и 12 = 500 Гц, амплитудами Н] = 20 мЭ, Н2 = 25 мЭ, измеренная на 
частоте 1] + 212 = 4 кГц. Эта зависимость от параметра шума измерялась в отсутствие 
постоянного поля. Четные гармоники отклика в этих условиях не наблюдали~ь. При 
приложении постоянного поля появлялись четные гармоники. На рис. 8 приведена кри
вая стохастического резонанса для четной гармоники 1] + 12, измеренная при следующих 
значениях параметров: 1] = 3 кГц, Н] = 30 мЭ, 12 = 500 ГЦ, Н2 = 30 мЭ, постоянное 
поле Н = 10 мЭ. Особый интерес представляла зависимость сигналов высших гар
моник от постоянного поля, делающего минимумы потенциала неравными. При этом 

фиксировался уровень шума, а постоянное поле изменялос:ь в пределах от -55 мЭ до 
55 мЭ. На рис. 9 показана зависимость сигнала четной гармоники, полученная при 
параметре шума N = 27 мкЭ/ГцJ/2 и при следующих параметрах гармонических полей: 
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Рис. 6. Зависимости ширины колокола дН 

(1) и максимума сигнала S (2) от квадра
та параметра шума. Амплитуда гармоничес-
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Рис. 7. Кривая стохастического резонанса 

для нечетной гармоники. Амплитуда гар

монических полей Н, = Н2 = 20 мЭ, час
тоты IJ = 3 кГц, 12 = 500 Гц. Частота ре
гистрации сигнала 1 = IJ + 212 = 4 кГц 

Рис. 8. Кривая стохастического резонанса 

для четной гармоники. Амплитуды гармо

нических полей Н, = 30 мЭ, Н2 = 21 мЭ, 
частоты IJ = 2.2 кГц, 12 = 500 Гц, Частота 
регистрации 1 = 1, + 12 = 2.7 кГц, посто
янное поле, снимающее вырождение, рав-

нялось 10 мЭ. 

11 = 4 кГц, Н1 = 7.7 мЭ, 12 = 1 кГц, Н2 = 11.2 мЭ. Отметим минимум отклика при 
нулевом поле и два симметричных максимума. При увеличении параметра шума рас

стояние между максимумами этой кривой увеличивалось. Аналогичную форму имел 

отклик на частоте второй гармоники. Для нечетных гармоник была характерна другая 

форма зависимости отклика от постоянного поля, разрушающего симметрию системы. 

Эта зависимость, показанная на рис. 10, имела максимум при нулевом постоянном по
ле. Зависимость была снята при 1 = 4 кГц, Н = 16 мЭ, частота регистрации равняласъ 
31 = 12 кГц, параметр шума равнялся N = 27 мкЭjГцl/2. Ширина кривой, показанной 
на рис. 10, также увеличиваласъ при увеличении параметра шума. 

4. ТЕОРИЯ 

Одномерное движение системы в бистабилъном потенциале Uо(х) при наличии мо

дуляции F(t) = 11 COS«.V1t) + 12 COS«.V2t), постоянной силы h, снимающей вырождение 
потенциала, и случайной шумовой силы ~(t) описывается уравнением Ланжевена 

dx dUo(x) - = --- + F(t) + h + ~(t). 
dt dx 

(1) 
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Рве. 9. Зависимocrь сиrnзла четной ra~ 

моники от OOCТOIlHHOГO маrнитносо ПОЛЯ, 

делающего минимумы биcrооильного по

тенциала неlЮВНЫМИ. Амrrлmyды гармо

НичecIOIX сиrНaJЮВ Н1 = 7.7 мЭ, Нх = 
Н.2' иЭ, частоты [l = 4 кГц, [х = [ кГц, 
частma реrиcтpации / = /1 + /2 = 5 кГц, 
параметр шума N = L7 мкЭ/Гцt/z 
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P'вt. 11. Зав.исИМOCFЬ снmaлa. третьей rap
моники от nОСТОЯJПIOfO мarниrнorо ПОЛЯ, 

делающего минимумы бистабильиого ПО

тенциала нера.6111ЫМИ. Aмп.iurry,u nJpMO

ническоro сиrизла Н1 = 16 мЭ, часто
та ПОЛЯ I1 = -4 кГц, частота реrиcтpа
ции f = 3ft = 12 юц, napaмeтp шума 

N = 27 мкЭ/Гц l/2 

Наша задача СОСТОИТ в ТОМ, чтобы найти отклик системы на Jltнешнюю модуляцию, Т. е. 

СIreпр0Льну1О ПЛОТНОСТЬ координаты системы в некOТOfЮМ интервале частот на чacrore 

внешнею поля или на комбинационных rармониках. для нахождения искомоro 01'

юmка fIOCпользуемся подходом, в котором непрерывная динамИJШ системы заменяется 

дискретными скачками между минимумами потенциала ~5J. 

Такая замена возможна при не слишком высоком уровне шума, KOfДa сиcreма ООлъ

шуючастъ времени IфOIЮДИТ вблизи минимумOJJ. потеициала.. Определим ,n+(t) как 8е
poятROCTh найти систему вБЛИЗИ оравою минимума, 8 то время как 11;_ (1) будет веро
ятнocrью найти с.истему вбlrnзи левою минимума: 

00 

n+Ю = 1 - 'n-ю = f p(x,t)dx, (2) 

с 

rдe с - положение максимума потенциала, а р(х, t) - IШОТНОСТЪ вероятности Д!1Я изуча

емой системы. Torдa уравнение динамики населенностей 'п+ и n_ можer быть записано 
в виде 

(3) 

ще W+ (t), W _ (t) - вероятности neрехода 8 единицу времени из правоro и левoro мини

мумов COCЛ1tIeIСlвенно. ПлотнОС1"Ъ распределения ДИСкpe'm('Й сиcreмы Р(х, t) зцается 
соотношением 

Р(х, t) = n+Юс(х - :1:+) + n_(t)б(х - х_), 
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r.цe Х± выбираюrся таким образом, чтобы совпали средние значения х и х2• ИЫЧИCJIЯ
емые при ПОМОЩИ функций р4.х, t) )1 Р(х, t). 

В отсутствие модушщии (F(t) = О) стационарное распределение зз.цается формулой 

р(х, t) = J ехр [-иl) (х)! п} , (5) 

rдe J - нормировочная KOHC'ГclRТ3J. а D - уровень шума. Предшиож:нм, ЧТО ±а -
минимумы симметричноro бистабилъного потенциала, а разложение потенциала a6тtизи 

минимумов имеет вид 

ио(х)::::: Ии(±а) + k(x ± а)2/2. 

Тоща при 

(6) 

система действкreJfЬНО прооодит OOтtьшую часть. времени вблизи минимумов и стацио
нарное значение населенности находится как 

Эrо дает 

rJOO [Ио(Х) - Рвх} 
n+() = N ехр: - D . dx. 

_ ехр(±па/ п) 
'1~±() - 2сЬ(па/ п) . 

При :ЛОМ В среднее значение момеНТО8 

со 

( п) - N J. n [Ио(х) - пх] d х - . х ехр - . х D . 
-со 

(7) 

(8) 

(9) 

также основной RЮЩД BHOC1tТ минимумы потенциала. ПРОВQLVI li.ычиCJJeНИR, ПOll}'Ч3еМ 

(х) :::::. а th(ha/ п), 

(х2) _ {х}2::::: а2 [сh2(hа/D>г l 
(10) 

Н, СОО'ПIeТственно, х± = (х). ± 2n'f'oa, так что х+ - х_ = 2а даже в присутствии посто
янной силы п. 

В рамках тош же приближения малого шума (6) мы можем написать формулу Д1IЯ 
частоты перехода (24]: 

W [. и(с) - и(а±)] 
± =voexp.- D ' (11) 

lДC 27rvo = J~U"(a±}UfI(c)~, а± и с - положения минимумов и максимума IЮreнциала 
coorвe.тc:nJeHHO. 
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Поскольку мы предполагаем, что шум не слишком велик, см. (6), то частота перехо
да W ± MHOro меньше характерной частоты движения системы в минимуме "-'о = k, кото
рая соответствует установлению локального равновесия. Поэтому при частотах внешних 

полей, удовлетворяющих условию 

(12) 

справедливо адиабатическое приближение, при котором зависимость W±(t) находится 
путем подстановки в формулу (11) MrнOBeHHЫX значений положений максимума потен
циала. Это приводит к следующей формуле для W ±: 

И1 _ (~(h + Р)а - q(h + F)2/ k ) 
± - vKexp D ' (13) 

где 

[ И(О) - и(а)] 
vK = voexp - D 

- частота Крамерса, а q - численный коэффициент порядка единицы, зависящий от 

формы потенциала. Точно задача (3), (13) не решается. Мы рассмотрим два предельных 
случая: 1) обе силы малы и 2) одна сила мала, а вторая произвольна, но имеет большую 
частоту. 

4.1. Слабая модуляция 

В этом случае можно пренебречь квадратичным членом в знаменателе экспонен

ты (13) и разложить все величины в ряд по малому параметру с: = Ра/ D: n+ = 
=n+() + n+l + n+2 + ... , W± = W±O+W±l +W±2+ ... Это дает цепочку уравнений, первое 
из которых определяет стационарную плотность, а другие, 

dn+l _ W-1W+o - W+1W-o (W W) 
dt - W+o + W-o - +0 + -·0 n+l, (14.1) 

dn+2 dt = -(vV+1 + W- 1)n+l - (W+o + W-O)n+2, (14.2) 

описывают резонанс и смешивание гармоник в несимметричном потенциале. Сигнал 

находится либо при помощи корреляционной функции (з::(t + r)x(t»), либо методом 
формального расчета xu) и Ixu) 12. 

Оба подхода дают в случае h ~ О, 11 ~ О, 12 = О следующие формулы для спект

ральной плотности и отношения сигнал/шум: 

(15) 

rдe 

и 

R - 1ГРа2 voexp(-дИ/D) _ Ro 
- J52 2 cI1(ha/ D)ll1 - ch(h,a/ D)' 

(16) 
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где tJ.f - ширина детектируемой полосы, а R o - отношение сигнал/шум в отсутствие 

постоянной силы h. При частоте (,)1 « в зависимость сигнала может быть найдена как 

(17) 

где So - сигнал при h = о. Смешивание гармоник находится решением системы (14). 
В случае (')1, (,)2 « W+o + W -о отношение сигнал/шум для высших гармоник задается 
следующими уравнениями: 

R ( - ) - 7ГfUiаб //oexp(-tJ.U/D) 12 (ha) 
2 (,) - (,)1 + (,)2 - D4tJ.f ch(ha/ D) t 1 D ' (18.1) 

R ( =, + 2 ) = 27ГflJiаR //uexp(-tJ.U/D) 12 [1 + 3 h2 ha] 
](,) (,)1 (,)2 DбtJ.f ch(ha/D) t1 t D . (18.2) 

(Заметим, что в [14] была допущена ошибка при вычислении сигнала смешанных гар
моник.) Таким образом, Rn+1 '" иа/ D)2n Ro, где Ro - отношение сигнал/шум для 
основной гармоники, и, следовательно, высшие гармоники также демонстрируют сто

хастический резонанс. Кроме того, все гармоники зависят от постоянного поля h, де
лающего минимумы неравными, с характерной шкалой D / а. 

4.2. Быстрая модуляция 

Предположим, что сила /2 не мала, а частота (,)2 велика: (,)2 ~ //К, (,)\. (При этом ча

стота (,)2 все еще меньше основной частоты колебаний системы (')о, так что справедливо 

адиабатическое приближение.) Тогда в отклике можно выделить быструю и медленную 

составляющие и провести усреднение по быстрой. Это приводит К уравнению для мед

ленной составляющей nl+(о: 

(19) 

где под (W) подразумевается усреднение формулы (13) по быстрой компоненте. Про
водя вычисления, получаем 

(20) 

где W ± (t) соответствуют вероятностям перехода для случая, когда действует лишь одна 
сила /1, 

1 
С(а) = --

2..;7Г1J 
/

00 [ (а' _ а)2] 
10 (а') ехр - 4/3 da', 

-00 

где а = /2a/D, /3 = qЛ/kD, 10 - функция Бесселя нулевого порядка. 

(21) 

Уравнение (21) описывает стохастический резонанс для гармоники (,)1. Наличие 

сильного переменного поля большой частоты и немалой амплитуды приводит к пере

нормировке основной частоты //0 -> С//О • Это дает отношение сигнал/шум, аналогичное 

обычному выражению для стохастического резонанса: 

R«(,)\) ~ 7г Ла2 С//О ехр( -дп / D) 
D 2tJ.f 2 ch(JLa/ D) 

(22) 
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Однако, как следует из (21), G зависит от уровня шума О. Легко получить следующие 
асимптотики для С: G -+ О при D -+ 00 и G ~ ехр(Ьа! D) при D -+ О. Таким обра

зом, при малом шуме высокочастотная сила f2 при водит к уменьшению эффективной 
высоты барьера до величины Аи ~ Аи - f2a, что подтверждает наблюдение, сделанное 
в работе (16). 

5. СРАВНЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА И ТIЮРИИ 

Движение доменной границы, рассмотренное в разд. 3, списывается уравнением 

dx [dw() ] dt = IL .. - dx + H(t) + Н + H ra" , (23) 

где Il - подвижность дсменных границ, Wo(x) - бистабильный lIотенциал мamит

ных микродефектов, H(t) - модуляционное магнитное поле, Н - постоянное поле и 

Нга" - шумовое поле. Сравнение (!) и (23) псзволяет заключить, что уровень шума 
D определяе-n:я формулой 

(24) 

где N - параметр шума, используемый в разд. 3, а постоннное псле h нахсдится как 
h = JlH. Высота по.енциальнсro барьера Ив может быть оценена как ИО = fLHca ~ 
~ 4· ~o-3 см2/с, где fL = 103 см(с·э)-l - подвижность доменных границ в исследуе

мой пленке, Н.с; = 0.2 Э - поле отрыва доменных гранИl~ .от мест стопорения, ксто

рое было близко к полю КОЭРЦИТИВНОСТИ пленки, 2а ~ НА мкм - расстояние меж

ду минимумами петенциала. Характерная частета движения границы нахедится как 

Уо ~ р,Нс/а = ю7 Гц, а частота Крамерса IJK изменялась, в наших экспериментах от 
нуля до 6 . 100 Гц. 

ЭксперимеНтaJlЫiые данные нахедятся в хорошем сегласии с теорией. Действи

тельне, полежение максимума стохастического резонанса на осневной гармонике со

eTвeTcrnyeT услевию 2Дта", = ио , откуда Nmax = JHca/2p, = 45 мкЭ/Гцl/2, что хо
роше совпад,ает с измеренной вe:rmчиной Nmax = 49 мкЭ/Гцl/2, см. рис. 4. На рис. 7 
и 8 I<U<Же есть пики отношения сигнал/шум на комбинационных часroтах. Это .озна
чает, что существует .оптимальная величина шума в системе, при которой отношение 

сигнал/шум м.аксимально на высших гармонихах. Эксперимента.льны:Й диапазон из

менения шума не ПОЗООЛ\4Л нам зарегистрировать увеличение .отношения ситная/шум 

при малых значениях шума, а сравнение рис. 7, & с РИ{:. 4 позволяет сделать вывод е 
том, что дoбpcrrnость резонанса выше на смешанных гармониках, см. {14). 

Наиболее интересным с точки зрения upaктических применений является зави

симос'fЪ raрмоник .от посroянноrо поля h, делающею мииимумы неравными. Поле h 
npиводит к уничтожению одного из важнейших услевий стохастического резонанса -
бистабильности - и уменьшает отклик на основней и высших гармониках, что демон

СтрИрУЮТ рис. 5, 9, 10, а также формуJJЫ (\5), (16), (18) .. Это позволяет использовать 
стохастический резонанс для регистрации не ТOJ1ЪKO периодических, но и медленнс из

меняющихся полей. При этом поле h вхедит в осневные соотнешения только в ком
бинации hл! D и, следовательно, зависимость raрмоню:: 01' h имеет одну и ту .же шкалу 
D la. Таким 06рюом. знзя тольке един параметр а (харакreризующий расстояние между 
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вырожденными минимумами) и измерив ширину кривой спада нечетных гармоник или 

расстояние между максимумами четных гармоник, мы можем по зависимости orклика 

на внешнюю модуляцию определить значение уровня шума в системе. 

Зависимость ширины колокола сигнала Ш, показанного на рис. 5, от квадрата па
раметра шума N 2, пропорциональноro уровню шума D. см. (24), приведена на рис. 6. 
Как видно из рис. 6, ширина АН действительно прямо пропорциональна величине D. 
Зная уровень шума в системе и величину Ш, мы можем оценить расстояние между ми

нимумами бистабильной системы. Это дает 2а ~ J.LN 2 / АН ....., 0.5 мкм, что согласуется 
с величиной 2а = 0.4 мкм, полученной из статических измерений. 

Кроме того, важно отметить симметрию четных инечетных гармоник в зависимости 

от постоянного поля h. Нечетные гармоники имеют максимум при h = О, а четные -
минимум (см. рис. 9 и 10). Расстояние между максимумами четных гармоник, как по
казывают измерения, также увеличивается с ростом шума и может быть аппроксимиро

вано формулой АН ~ J.LN2 / а. Таким образом, косвенные измерения orклика системы 
на периодическую модуляцию позволяют делать заключения о туннельных характери

стиках системы. 

6. ЗAКJIЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ 

Нами бьmо теоретически и экспериментально показано, что комбинационные rap
моники, возникающие под действием на бистабильную систему двух периодических 

сил в присутствии шума, демонстрируют поведение, характерное для стохастического 

резонанса. Была исследована зависимость сигналов на основных и смешанных rapMO
никах от постоянного поля, делающего минимумы неравными, и показано, что искомая 

зависимость имеет шкалу изменения, пропорциональную силе шума. Полученные за

кономерности были проверены на простейшей магнитной бистабильной системе - ло

кальном участке доменной границы, фиксированной между двумя ближайшими микро

дефектами в тонкой феррит-гранатовой пленке. Бьm зарегистрирован стохастический 

резонанс на смешанных гармониках (второго и третьего порядка), измерена зависимость 

гармоник от постоянного поля, делающего минимумы бистабильного потенциала не

равными. Симметрия гармоник и параметры их изменений оказались в качественном 

согласии с развитой теорией. 

Наиболее важным следствием проведенных исследований является возможность 

определения флуктуационных параметров бистабильной системы (уровень шума) при 

помоши измерения отклика системы на периодическую модуляцию (изменение откли

ка при приложении постоянного поля, делающего минимумы неравными). 

Работа была поддержана' Российским фондом фундаментальных исследований 

(гранты 96-02-18956 и 96-02-19608), а также Международной ассоциацией INTAS (грант 
94-1720). 
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