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Выведено нелокальное интегродифференциальное уравнение, описывающее элек

тродинамику джозефсоновского перехода между сверхпроводниками конечной вдоль маг

нитного поля толщины. Показано, что взаимодействие кинков всегда имеет дальнодей

ствующую степенную асимптотику, которая может существенно повлиять на движение 

вихрей и вольт-амперную характеристику даже толстого контакта. Рассмотрен спектр ма

лоамплитудных возбуждений. 

@1997 

1. В последнее время получила бурное развитие нелокальная электродинамикаджо
зефсоновских переходов. До сих пор в ее рамках исследовались три случая: 1) туннель

ный переход на стыке двух сверхпроводящих ультратонких пленок, толщина которых 

много меньше лондоновской длины; 2) туннельный переход между массивными сверх
проводниками, толшина которых значительно превышает лондоновскую длину; 3) тун
нельный переход между сверхпроводящими слоями конечной толщины в направлении, 

ортогональном магнитному полю. Так, в работах [1-8) показано, что эффекты нело
кальности могут быть существенными уже в контактах с большой толщиной d (d ~ л, 
л - лондоновская глубина проникновения) вдоль магнитного поля (по направлению 

вихрей), т. е. в случаях, до того рассматривавшихся в локальном приближении. В про

тивоположном случае контактов в тонких пленках, d «: л, нелокальность становится 
определяющим фактором. Соотвотствующие уравнения получены и изучались в [9-12). 
Джозефсоновский переход между двумя сверхпроводящими слоями конечной толщины 

в направлении, перпендикулярном магнитному полю вихрей, изучался в (13). Тем не 
менее теория остается недостаточно разработанной. Необходимо выйти за рамки упо

мянутых предельных случаев, поскольку на практике нередко используются контакты, 

размер которых в направлении ориентации джозефсоновских вихрей соизмерим с л (та

кая геометрия реализуется, например, на монокристаллических чешуйках У -Ва-Сu-О с 

двойниками). Настоящая работа содержит вывод и предварительный анализ уравнений 

джозефсоновского контакта в пластине с произвольным отношением d/ л. 
Показано, что связь между скачком фазы параметра порядка на контакте и плот

ностью тока всегда содержит существенно нелокальную составляющую, которая обус

ловлена дальнодействующим характером поля в свободном пространстве, причем ам

плитуда этой составляющей обладает лишь слабой (приблизительно линейной) зави

симостью от параметра л/ d, а ее форма вообще не зависит от него. Ввиду последнего 
обстоятельства нелокальная компонента тока, даже будучи малой по амплитуде, может 

играть важную роль в нескольких отношениях. Во-первых, для корректного учета в гра

ничных условиях полного транспортного тока контакта и внешнего поля. Во-вторых, 
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при описании структур из последовательно включенных параллельно ориентирован

ных джозефсоновских контактов, так как нелокальная дальнодействующая связь фазы 

и тока распространяется, конечно, и на межконтактное взаимодействие. Кроме того, 

в достаточно широких контактах с небаллистическим транспортом вихрей указанное 

дальнодействие должно отразиться (см. ниже) на виде вольт-амперной характеристи

ки контакта в области малых напряжений и токов. 

Поставленная,задача сведена нами к задаче об абрикосовском вихре в плоскопа

раллельной пластине. Хотя последняя уже рассматривалась ранее в работах [14-16], для 
наших целей потребовались дополнительные вычисления. Конечные результаты отно

сятся к контакту «встык» (плоскость которого перпендикулярна плоскости пластины). 

однако приведенные ниже формулы позволяют обобшить их на случай скошенного кон

такта и перейти к предельному случаю контакта «внахлест». 

2. Магнитное поле линейного абрикосовского вихря (рассматриваемого в лондо
новском приближении) удовлетворяет в сверхпроводнике уравнению 

(1) 

v(r) == - rot \78 = - 8 (r - R(p» dR(p), Фа Фа J 
211' 211' 

где 8 - фаза параметра порядка и R(p) - параметрически заданный радиус-вектор точек 

кора вихря. Кор джозефсоновского вихря расползается по поверхности слабой связи 

S, разделяющей сверхпроводник, т. е. представляет собой двумерный объект. Соот

ветствующий «размазанный» по этой поверхности источник v(r) в (1) выражается, как 
нетрудно показать, формулой 

Ф() J [д<Р] v(r) = 2к 8 (r - R(a, Ь» aR' dS(a, Ь) , (2) 

в кот~рой а, Ь - аргументы параметрического представления S, R(a, Ь) - радиус-вектор 

точек S, dS(a, Ь) - векторный элемент площади S, tp - разность фаз на берегах кон

такта, а квадратные скобки под интегралом обозначают векторное произведение. Бла

годаря тому что в любом случае divv = О, этот источник можно либо представить в 
виде непрерывной суммы по линейным корам (а h в форме линейной комбинации по
лей абрикосовских вихрей), либо, напротив, трактовать как трехмерное векторное поле. 

для перехода «встык» С м'агнитным потоком, направленным перпендикулярно пласти

не, ориентируя ось z по толщине и ось х вдоль перехода, из (2) имеем 

Фа д<р(Х) 
vAr) = 2к 8(у)в;;-, V x = Vy = О. (3) 

При эщм фазы на берегах и скачок фазы <р(Х) = 8(х, +0) - 8(х, -О) не зависят в соот

ветствии с divv = О от координаты z. 
В конечном счете скачок фазы и, тем самым, источник будут находиться из реше

ния полного нелинейноro уравнения для контакта. До Toro, однако, благодаря линей
ности (1), для поля можно написать h = Нт + Н, где Нт - это «затравочное» мейссне

ровское поле, которое порождается заданными транспортным сверхтоком и внешним 

магнитным полем и определяется решением однородного уравнения (1) так, как если 
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бы слабая связь вообще отсутствовала и сверхпроводник был бы сплошным, а Н по

рождается источником (исчезает при 11 = О). Делая двумерное фурье-преобразование в 
плоскости пластины толщиной 2d, Izl < d, находим 

н = Но + aexp(Kz) + bexp(-Kz), (4) 

d 

- / shKlz - z'l (k ')d' Но - - 2к;,Х,2 11, Z Z, (5) 

-d 

где k - двумерный волновой вектор. Векторные коэффициенты а и Ь определяются, 

во-первых, условием бездивергентности поля и его непрерывностью на краю пласти

ны и, во-вторых, потенциальностью тангенциальной составляющей магнитного поля 

на границе сверхпроводника (что означает равенство нулю нормальной к поверхности 

компоненты тока) и потенциальностью всех трех компонент поля в свободном про

странстве. Из последнего условия получаем соотношение 

(6) 

учитывающее влияние свободного пространства на распределение поля и тока в сверх

проводнике .. Здесь и далее индекс «11» обозначает х- и у-проекции векторов. Все усло

вия в совокупности дают 

az =д-l [-(8Ноz/8z+kНоz)lz=iк+k)ехР(кd) + 

+ (8Hoz /8z - kHoz)lz=_d(K - k)exp(-Kd)] , 

bz = д-l [(8Hoz /8z - kHoz)lz=_d(K + k)exp(Kd)

- (8Hoz /8z + kHoz)lz=iK - k)exp(-Kd)] , 

д = 2(к;2 + k2) sh(2Kd) + 4Kk ch(2Kd), 

all = (2 sh(2kd»-1 { -ik [Hz Iz=d exp(Kd) + H z Iz=-d ехр( -Kd)] 

- Holllz=d exp(Kd) + HOlllz=_d ехр( -Kd)} , 

bll = (2 sh(2к;d)Г 1 {ik [Hz Iz=d ехр( -Kd) + Н• Iz=-d eXP(Kd)] + 

+ Holllz=d ехр( -Kd) - Holllz=_d eXP(Kd)} , 

(7) 

(8) 

где для краткости положено k == k/lkl и k == Ikl. Формулы (4)-(8) позволяют найти 
сверхток и поле (внутри пластины) произвольного источника. 

Подставляя (3) в (5) и переходя к координатному представлению, для усредненной 
по толщине пластины плотности тока через контакт из (4)-(8) получаем j(x) = Jm(x)+ 
+J(x), где J m - «затравочный» мейсснеровский ток, определяющийся полем Нт , и 

J - СФо 8/ ,8" (х) - 1611'3,Х,2 8х Q(x - х ) 8х' r.p(x )dx 
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- ток, связанный с источником. Фигурирующее здесь ядро нелокальной связи между 

источником и током выражается формулой 

00 

_ (IX 1 ) + 1 f dk Jo(kx) 
Q(x) - Ко т d)..2 ~З(~ + k cth ~d)' (10) 

о 

где Ко и Jo - функции Макдональда и Бесселя нулевого порядка. Здесь первое слага

емое отвечает пределу двух массивных сверхпроводников толщиной d :» ).. и является 
ядром интегрального члена уравнения, впервые полученного в [1] и эксплуатируемого 
в работах [2-8]. В противоположном пределе ультратонких пленок толщиной d « ).. 
сумма обоих слагаемых приводит к ядру интегрального члена уравнения, впервые рас

смотренного и исследованного в [9-11] и равного 

00 

- )..е!! f 1 Q(x) - --;- dk 1 + 2k)..ef! Jo(kx), 
о 

где )..е!! = )..2/2d - пирловская глубина проникновения. 
Замкнутое уравнение для разности фаз на контакте получается, как обычно, при

равниванием j (х) сумме джозефсоновского сверхтока, нормального тока и емкостного 
тока смещения, рассматриваемых как внутренние характеристики контакта, и в стан

дартных обозначениях имеет вид 

. /3 8t.p _2 82t.p Jm(x) )..~ 8 f ' 8 , , 
sшt.p+ - -- +I.I.J J - = -.- + - - Q(x - х )-t.p(x )dx. 

I.I.J~ 8t 8t2 Jc 7r).. 8х 8х' 
(11) 

Здесь jc - плотность джозефсоновского тока, )..J и I.I.JJ - джозефсоновские длина и 

частота, /3 - диссипативный параметр. Интегральное ядро Q(x) единым образом опи
сывает возбуждения в джозефсоновском переходе как в тонкой пленке, так и в толстом 

вдоль магнитного поля образце. В общем промежуточном случае оно представляет со

бой сумму хорошо локализованного и неинтегрируемоro сильно нелокального слага

емого (второй член справа в (10», которое обязано своим происхождением медленно 
убывающей тангенциальной компоненте магнитного поля у поверхности пластины. Не

трудно видеть, что при 'хl :» ).. ядро имеет асимптотику 

(12) 

Соответственно, плотность тока изолированного статического кинка и его фаза (около 

своих предельных значений) убывают, как следует из (9) и (11), вдали от середины кинка 
по закону Ixl-2• 

3. Обсудим роль первого члена справа в (11). Поскольку интегральный ток от про
извольного источника (как и ток отдельного абрикосовского вихря) через произволь

ное сечение сверхпроводника равен нулю, следует считать, что интеграл по х от вто

рого слагаемого в (11) приравнивается нулю. Поэтому транспортный ток вводится в 
уравнение первым слагаемым. Ясно, что это утверждение останется в силе и примени
тельно к пластине конечной ширины (по х-координате), хотя ядро в (9), (11) потеряет 
трансляционную инвариантность и станет функцией двух аргументов, Q(x, х'). Одна
ко используемый нами (как и другими авторами) анзац, что джозефсоновские вихри 
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ориентированы поперек толщины rmастины, предполагает неявно, что толщина мала 

по сравнению с шириной (иначе бы вихри, во всяком случае, порождаемые транспорт

ным током в отсутствие CTopOHHero поля, выстраивались бы по оси х, а не z). В таком 
случае ток Jm(x) сосредоточен в основном у краев rmастины, и в локальном прибли
жении (при d> л), когда второе слагаемое в (10) отбрасывается, ядро в целом заме
няется на Q(x) -1Глб(х), а правой части (11) всюду, кроме краев, можно придать вид 
л~а2r.p/ах2; тогда ПОЛНый транспортный ток (интеграл от правой части (11» вводится 
в форме граничных условий на градиент фазы ar.p / дх. 

Очевидно, что при учете нелокальности для корректной формулировки граничных 

условий нужно брать во внимание и реальное распределение затравочного тока Jm(x), 
которое в той же мере определяется геометрией системы, что и вид ядра. Но тогда 

желателен и учет краев, т. е. конечности ширины rmастины. Эта задача заслуживает 

отдельноro рассмотрения. Тем не менее и не решая ее можно отметить, что при опре

деленных условиях даже в случае d > л нелокальность способна существенно повли
ять на вольт-амперную характеристику резистивного состояния широкого контакта в 

области малых напряжений, когда джозефсоновский сверхток через контакт превыша

ет нормальный (<<квазичастичный») ток. 

Под широким бу.дем понимать контакт, ширина KOToporo MHoro больше характер
Horo пути, проходимого отдельным кинком до ero остановки из-за вязкости, обусло
вленной диссипацией нормального тока в контакте, и, кроме Toro, MHoro больше ЛJ. 
При d > л будем рассматривать нелокальность как слабое возмущение динамики ре
зистивноro состояния, в «нулевом» приближении описываемой уравнением (11) с за
меной правой части на л~а2r.p/дх2. Как показано в [17], вязкий (небаллистический) 
характер движения вихрей обусловливает сильную неоднородность концентрации вих

рей (т. е. магнитного поля и градиента фазы); все эти величины возрастают к краям 

конщкта примерно пропорционально расстоянию от ero середины. При малых напря
жениях в центральной области контакта, где концентрация мала, вихри далеко отстоят 

друг от друга и по форме близки к одиночному кинку. Взаимодействие таких вихрей, 

и, соответственно, скорость их вязкого перемещения к центру контакта (где они ан

нигилируют с антивихрями, движущимися с другой стороны), а также усредненные по 

времени скорость проскальзывания фазы ar.p / at и напряжение на контакте в указанном 
локальном приближении пропорциональны малому фактору ехр( -Ах / лJ) (где Ах - ха
рактерное расстояние между вихрями), т. е. экспоненциально слабы. Таким образом, 

средняя часть контакта играет роль «узкого места», которое определяет вольт-амперную 

характеристику контакта в данном режиме. Учитывая, что Ах приблизительно обратно 

пропорционально транспортному току, нетрудно увидеть, что джозефсоновская частота 

будет экспоненциально зависеть от обратного тока, а зависимость транспортного то

ка 1 от напряжения И качественно будет иметь вид 1 ~ 1o[1n(Uo/U)]-1 с некоторыми 
константами 10 и UО. 

Однако учет нелокального взаимодействия вихрей может качественно изменить 

эту картину. Поскольку в нулевом приближении при удалении от центра контакта 

ar.p/ax '" х (если х = О отвечает центру), а вклад BToporo члена (11) в середине контакта 
определяется, благодаря (12), ero периферией, то, как ясно из (11), (12), нелокальность 
эффективно приводит к появлению в (11) распределенного источника тока, толкающе
ro вихри в средней части контакта. В результате вязкий перенос потока здесь должен 
ускориться, а реальная вольт-амперная характеристика 1(U) при малых напряжениях 
должна, соответственно, приобрести более гладкую (по сравнению с оценкой локаль-
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ного приближения) форму. Важно, что подобная коррекция может оказаться весьма 

существенной даже для толстой пластины, так как нелокальная поправка, конкури

рующая с экспоненциально слабым «локальным» взаимодействием, убывает с ростом 

толщины всего лишь по линейному закону, причем влияние нелокальности на форму 

ВАХ должно усиливаться, вместе с параметром >.2/ d, ПРji повышении температуры. 
4. Рассмотрим малоамплитудные электромагнитные возбуждения, распространяю

щиеся вдоль перехода. Из (11) вытекает следующее дисперсионное уравнение: 

00 (13) 
1 / 1 1 1 

F(q) = d>.2 к,З [к, + k cth(Kd)] (k2 _ q2)1/2 dk . 
q 

Функция F(q) имеет асимптотики 

2 
F(q) ~ 3d>'2q4 (q ..... 00), 

1 
F(q) ~ 4>'е!! lп >.q (q ..... О). 

Из (12) для соответствующих асимптотик спектра электромагнитных волн имеем 

при достаточно больших волновых числах и 

{ [ 2>' 1 ] } 1/2 
I.JJ ~ I.JJJ 1 + >.}q2 1 + 7Гd lп >.q 

для длинноволновых возбуждений. 

в заключение авторы приносят свою благодарность ю. А. Гененко за полезные 

дискуссии и ю. В. Медведеву за внимание и поддержку. 
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