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Метод фазовых функций решения радиального релятивистского уравнения Дирака и 

нереЛЯТИDИСТСКОГО уравнения Шредингера применен к описанию упругого рассеяния мед

ленных электронов на атоме урана. Получены численные значения полного сечения и фаз 

упругого рассеяния. С целью контроля правильности результатов, найденных методом фа

зовых функций, во всех случаях было проведено также непосредственное интегрирование 

уравнений Дирака и Шредингера. Использовались несколько вариантов поляризацион

ного и обменного потенциалов для моделирования процесса рассеяния. Сильная зависи

мость сечения упругого рассеяния электрона на уране от формы эффективного потенциала 

при малых кинетических энергиях (Ek < 5 эВ) не позволяет надежно прогнозировать на
личие или отсутствие эффекта Рамзауэра. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

Эффект Рамзауэра (наличие глубокого минимума в сечении упругого рассеяния 

медленных электронов на атомах) экспериментально обнаружен для атомов некоторых 

инертных газов, например для аргона. В работе Кудрина и Дроздова [1] наличие это
го эффекта связывается с возможностью создания МГД-генератора на неравновесной 

двухтемпературной урановой плазме при условии формирования спектра электронов с 

кинетической энергией Ek в области минимума сечения с целью получить высокую 

электропроводность среды. В работе [1] проведен расчет сечения упругого рассеяния 
медленных электронов для диапазона кинетических энергий О < Ek < 40 эВ на атоме 
урана в рамках нерелятивистского варианта метода фазовых функций [2,3]. Взаимодей
ствие электрона с атомом урана в [1] описывалось с помощью модели Томаса-Ферми [4] 
с включением поляризационного потенциала Vp(r) [5], обусловленного электрическим 
дипольным моментом, индуцированным медленным электроном. Эксперименты по 

определению сечения упругого рассеяния на уране для кинетических энергий менее 

10 эВ являются сложной задачей, и авторам в настоящее время неизвестно об их про
ведении. В этой области энергий E k теоретический расчет сечения рассеяния практиче

ски реализуем в рамках одночастичной схемы, в которой взаимодействие рассеваемого 

электрона с многоэлектронной системой (тяжелым атомом) аппроксимируется сфери

чески-симметричным потенциалом V(r), убывающим при r -+ 00 быстрее, чем r- 1: 

(1) 
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Va(r) - средний атомный потенциал, определяемый плотностью распределения элек

тронов в атоме Р(Т), Vp(r) - ПОЛЯРИ:.JационныЙ потенциал, Vex(r) - обменный потен
циал. 

Все эти компоненты В:.JаимодеЙствия в свою очередь моделируются Рa:.JЛичными 

радиальными :.Jависимостями, параметры которых подбираются по некоторым атом

ным характеристикам. В такой ситуации ВО:.Jникает вопрос о надежности теоретическо

го ПРОГНО:.Jа поведения полного сечения упругого рассеяния (особенно в интересующем 

нас диапа:.Jоне кинетических энергий Ek < 10 эВ, где в полное сечение дают вклад пар
циальные 8, р, d-волны И возможен эффект РаМ:.Jауэра) и об устойчивости полученных 

величин сечений к допустимым вариациям формы потенциалов Va(r), Vp(r), Vex(r). 
Существует возможность описания упругого рассеяния на атоме медленного элек

трона как релятивистского (уравнение Дирака), так и нерелятивистского (уравнение 

Шредингера). В наших предыдущих работах [6,7] на примере низкоэнергетического 
упругого рассеяния электрона на атомах инертных газов Лr, Кг, Хе показана важность 

релятивистского подхода к рассеянию медленных электронов. Рa:.JЛичие между величи

нами полного сечения для релятивистс\<ого и нерелятивистского случаев при электрон

ной энергии менее 1 эВ возрастает с ростом атомного номера Z. Выявлена существенная 
чувствительность энергетического хода сечения к модели потенциала взаимодействия 

атом-электрон. 

В данной работе мы продолжаем анализ ситуации и в рамках одночастичной схе

мы акта рассеяния проводим расчеты величины сечения упругого рассеяния электронов 

на атоме урана с различными, принятыми в литературе, вариантами взаимодействия 

электрона с атомом. В рамках метода фазовых функций [2, 3] решается радиальное ре
лятивистское уравнение Дирака и нерелятивистское уравнение Шредингера для задачи 

упругого рассеяния на сферически-симметричном потенциале V(r), который убывает 
на бесконечности быстрее чем r- 1• С целью проверки результатов, полученных фа
:.JOBblM методом, во всех случаях проводилось также непосредственное интегрирование 
радиальных уравнений Дирака и Шредингера с последующей сшивкой с асимптотиче

скими решениями. 

2. РЕШЕНИЕ РАДИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ДИРАКА МЕТОДОМ ФАЗОВЫХ ФУНКЦИЙ 

Решение уравнения Дирака в центрально-симметричном поле представляется в ви

де биспинора [8]: 

{ 
g(r)O.jlm(r/r), 

'1' '1 (r) = 
J m ij(r)O.jl'm(r/r), 

(2) 

где (1jlm(r/r) - шаровой спинор, l' = 2j -l, j - квантовое число, отвечающее опреде

ленному :.Jначению оператора полного момента j = L+ 8 (8 - оператор спина электро
на), g(r) и f(r) - радиальные функции, удовлетворяющие системе дифференциальных 

уравнений 

d к, 1 2 
-d [rg(r)] + - [rg(r)] - ;:- [Е + те - V(r)] r f(r) = О, 

r r ttC 
(3) 

d к, 1 [ 2 ] - [Т f(r)] - - [Т f(r)] - - Е - тс - V(r) rg(r) = О, 
dr r hc 

(4) 
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где к, = -j(j + 1)+ l(l + 1) - 1/4, Е - полная энергия электрона, т - масса электрона, 

е - скорость света в вакууме. 

В сферически-симметричном потенциале V(r), который убывает на бесконечно
сти быстрее чем r- I , для электрона непрерывного спектра (Е > те2 ) большая, У(Т), и 
малая, f(r), компоненты имеют следующие асимптотики при r -+ 00: 

( ) = VE+me2 sin(pr-JrlI2+0jl ) 
УТ 2Е рт ' 

(5) 

f( ) = 'l-l'+IV Е - те2 sin(pr - Jrl' 12 + Ол) 
r Z т р , (6) 

где р = v'E21e2 - m 2e2/h - волновой вектор, Ojl - фаза упругого рассеяния. 
Следуя методу фазовых функций, заменим радиальные функции У(Т) и f(r) на фа

зовую Ojl(r) и амплитудную Ajl(r) функции [3] имеем 

vE + me2 У(Т) = 2Е Ajl(r) [COSOjl(r)jl(pr) - sinOjl(r)1]I(p)] , (7) 

ЛТ) = il-I'+IV Е ;;е2 Ajl(r) [COSOjl(r)jl'(p) - sinOjl(r)1]l'(pr)] , (8) 

где jl(pr) и 1Jl(pr) определены в [9]. 
Подставляя (7) и (8) в (3) и (4), получаем непосредственно уравнения для фазовой 

и амплитудной функций с граничными условиями Ojl(O) = О, Ajl(oo) = 1 [2]: 

d V(r)(pr)2 { Е + те2 .. 2 
-d Ojl(r) = h Е 2 [COSOjl(r)JI(pr) - SШОjl(r)1]I(pr)] + 

r е -те 

Е-те2 .• 2} 
+ Е 2 [COS Ojl(r)JI' (рт) - SШОjl(r)1]I'(pr)] , 

+те 

~A 'l(r) = - A jl (r)V(r)(p)2 х 
dr J he 

Е+те2 
Е 2 [COSOjl(r)jl(p) - sinOjl(r)1]I(pr)] х 
-те 

х [COSOjl(r)1]l(pr) - sinOjl(r)jl(pr)] + 

+ ~ - те: [COSOjl(r)jl'(pr) - sinOjl(r)1]I'(pr)] х 
+те 

х [COSOjl(r)1]I'(pr) + SinOjl(r)jl'(pr)] } . 

(9) 

(10) 

Перейдем к нерелятивистскому пределу в уравнениях (9) и (10). При этом 

v'(E + me2)/(E - те2) -+ 2melhk, v'(E - me2)/(E + те2) -+ О, р -+ k (нерелятивист
ское выражение для кинетической энергии Ek = (hk)2/2m), и мы получим уравнения 
для фазовой и амплитудной функцийl ) [3] с граничными условиями 01 (О) = О, Аl (00) = 1: 

1) Фазовая 6/(т) и амплитудная А/(т) функции уравнения Шредингера зависят лишь от радиаль
ного числа {, и при нерелятивистских энергиях 6/ ~ 61+1/2,1 ~ 6/-1/2,/, Р ~ k. 
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d 2т 2 . . 
drA1(r) = -h"2А1(r)V(r)kr [cosMr)Jl(kr) - sшМr)1]I(kr)] х 

х [cosMr)1]I(kr) - sinMr)jl(kr)]. (12) 

При рассеивании нерелятивистской частицы на потенциале, характерная глубина кото

рого порядка тс2 , необходимо учитывать релятивистские поправки. Из уравнения (9) 
видно, что для таких потенциалов мы не можем пренебречь вторым слагаемым и просто 

перейти к уравнению (11). 
В заключение приведем формулы, выражающие связь сечения упругого рассеяния 

(j с фазами упругого рассеяния 81j в релятивистском случае [8]. Сечение рассеяния 

выражается через сумму парциальных сечений: 

"" 41Г "" . 2 (j = L...J (jlj = 2" L...J /1\;/ sш 8!j. 

!j p!j 

(13) 

В случае низкоэнергетического рассеяния 8!,1+1/2 ~ 81,1-1/2 ~ 8! И формула (13) пере
ходит в нерелятивистское выражение 

(j = f (У! = ~: f (21 + 1) sin2 8/. 
/=0 /=0 

(14) 

З. МОДЕЛЬНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ДЛЯ РАССЕЯНИЯ ЭЛЕКТРОНА НА АТОМЕ УРАНА 

Состояние электронной оболочки атома урана описываем в рамках релятивистского 
метода Хартри-Фока-Слэтера. для определения устойчивости наших результатов к из

менениям среднего атомного потенциала Va(r) варьируем центрально-симметричный 
слэтеровский потенциал Vslt(r), в котором ищутся электронные атомные волновые 

функции, необходимые для получения электронной плотности р(т). Эти вариации были 

проведены двумя способами: 

1. и з м е н е н и е м н а ч а л ь н о й э л е к т р о н н о й к о н Ф и г у р а Ц и и 

а т о м а у р а н а. для этого кроме основной электронной конфигурации урана 

5n/26d~j27s7/2 мы использовали следующие возможные конфигурации: 5Iij26<!j/27s7/2' 

5Л/26d~j27S7/2' 51;/26d~/27s7/2' 5П/26dj/27S7/2' Выбор указанной последовательности 
конфигураций атома урана 51'?/261i1;2n7si/2' где n = 1,2,3,4, мотивируется тем, что из~ 
менение заселенности пространственно-компактной орбиты 515/2 вследствие перехо
да электронов с пространственно-протяженной орбиты 6dЗ/ 2 может дать значитель
ное изменение потенциала Vslt(r). Это утверждение проиллюстрируем вычислениями 
среднего квадрата радиуса орбиты для выбранной последовательности конфигураций 

5 I'?;261i1;2n7 si/2: 

(515/2/ (:J 2/515/2) = { ~:;~: ~:~: 
3 ЖЭТФ, N24 1217 



д. п. Гречухuн, А. В. Ломоносов ЖЭТФ, 1997, 111, выn. 4 

Т _ 8.24, n = о, 
( )

2 { 
(6dз / 2 1 ао 1 6dЗ/2) - 19.48, n = 4, 

где ао - радиус Бора, значение которого принимается равным ао = h2/me2 = 
= 0.5291772·10-10 м); 

2. и з м е н е н и е м фор м ы к орр е л я Ц и о н н о-о б м е н н о г о 

п о т е н Ц и а л а, и с п о л ь з у е м о г о в и т е р а Ц и о н н о й про Ц е

Д у реп о л у ч е н и я VSlt(T). Были использованы следующие виды корреляци

онно-обменноro взаимодействия: 

а) стандартная форма Слэтера [10] с двумя наборами параметров, aSlt = 2/3 и 
aSlt = 1; 

б) форма из [11]; 
в) форма из [12]; 
г) форма из [13]. 
Кроме того, нами проведен расчет атомного потенциала в рамках нерелятивистской 

модели Томаса-Ферми-Дирака [4] с последующим интегрированием релятивистского 
уравнения Дирака. 

Поляризационный потенциал использован в форме [14] 

{ 
0.06221n Т. - 0.096 + 0.018т .In Т. - 0.02т., 

VpSR(T) = -0.1231 + 0.03796InT., 
О 876 -1 2 65 -З/2 2 8 -2 О 8 -5/2 -. Т. + . Т. -. Т. - . Т. , 

ТВ :5 0.7 
0.7 < Т. < 10, 

Т. ~ 10, 

(15) 

(16) 

(17) 

где ТВ = {3/47ГР(Т)Р/З, е - заряд электрона, au - дипольная поляризуемость урана, 
Те - точка пересечения V/R(T) и V/R(T). 

Данный потенциал применялся как в наших предыдущих работах [6,7] для расче
тов упругого рассеяния в инертных газах, так и в [14] для описания упругого рассеяния 
на атомах щелочных металлов. В настоящее время авторам неизвестно эксперимен

тальное значение дипольной поляризуемости урана au. В работе [1] в рамках моде
ли Томаса-Ферми-Дирака [4] получено следующее значение поляризуемости урана в 
атомных единицах: au/a~ = 29.36, что несколько больше экспериментально известной 
поляризуемости более компактного атома ксенона ах./ a~ = 27. Фактически значение 
дипольный поляризуемости является варьируемым параметром, значение которого мы 

выбрали au/a~ = 30, для этого значения бьm вычислен параметр Те = 3.7575268. 
для изучения вопроса устойчивости полученных результатов к форме поляризаци

онного потенциала, использовался также поляризационный потенциал в виде [5] 

(18) 

где Т v - подгоночный параметр модели, определяемый из согласия численных расчетов 

с экспериментальными данными и обычно достаточно хорошо описываемый формулой 
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r v = (а/2)ljЗ. При нашем значении поляризуемости урана au мы выбрали r v равным 
rv/ao = 2.45. 

В качестве модельного обменного потенциала мы использовали предложенный в 

работе [15]: 

где 

с учетом релятивистских поправок 

К= 

а без их учета 

11-1]211+1]1 F(1]) = - + -- ln -- . 
2 41] 1-1] 

К 
1] = Кр' 

К = J К} + k2 + 21, 

где 1 - ионизационный потенциал атома. 

(19) 

(20) 

(21) 

для изучения вопроса устойчивости результатов к вариациям формы модельного 

обменного взаимодействия мы использовали [16] 

(22) 

4. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ 

Численное решение систем дифференциальных уравнений (9), (10) и (11), (12) про
водилось методом предиктора-корректора Адамса [17]. Кроме того, значение фаз на
ходилось непосредственным интегрированием радиальных уравнений Дирака (3) и (4) 
с последующей сшивкой с асимптотическими решениями (7) и (8), а также интегри
рованием уравнения Шредингера без учета релятивистских поправок. 

Здесь мы приводим результаты численных расчетов, на основании которых можно 

сделать следуюшие выводы. 

1. В соответствии с утверждениями наших предыдуших работ [6,7] при низких ки
нетических энергиях электрона имеется существенное различие значений сечения упру

гого рассеяния для релятивистского и нерелятивистского случаев. 

2. Полученные для урана величины сечений при Ek < 5 эВ чувствительны к ва
риациям формы всех трех слагаемых полного потенциала взаимодействия электрона с 

атомом, а именно, потенциала невозмущенного атома Va(r) , поляризационного потен
циала Vp(r) и обменного потенциала Vex(r). 
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Таблица 1 
Численные расчеты полноro сечения упрyroro рассеяния q (в ат. ед.) в зависимости от 

кинетической энергии электрона Е/С для атома U с невозмущениым потенциалом V4 (r), 
полученным с корреляционно-обменным членом [11] с третьим набором параметров, с 

поляризационным потенциалом V,,(r) [14] и обменным потенциалом Veж(r) [15] 

E k , а)аб E k , (j /аб 
эВ 1 2 3 4 эВ 1 2 3 4 

10 -М 104.0 461.9 106.9 462.0 4.410 114.2 67.4 112.7 65.4 
0.010 144.9 511.0 145.1 511.2 4.840 100.8 61.8 99.8 60.8 
0.040 217.4 545.4 219.2 545.6 5.290 91.4 60.2 89.9 58.7 
0.090 359.0 579.1 359.3 579.2 5.760 84.4 60.4 82.8 58.8 
0.165 665.6 659.4 665.4 659.2 6.250 80.2 62.7 77.9 60.4 
0.250 1022.4 784.9 1022.0 784.6 7.840 74.8 72.7 72.8 70.8 
0.365 1122.4 911.4 1122.1 911.0 9.000 76.0 81.1 74.4 79.7 
0.490 993.0 921.3 992.8 920.8 10.240 78.9 89.1 77.8 88.1 
0.640 838.2 830.7 838.0 830.5 11.560 82.9 96.5 82.2 95.7 
0.810 710.7 702.8 710.5 702.7 12.960 87.4 102.7 86.9 102.2 
1.000 607.5 577.4 607.3 577.4 14.440 91.8 107.8 91.5 107.5 
1.440 448.6 376.6 448.4 376.8 16.000 96.1 111.8 95.8 111.6 
2.250 282.3 193.2 282.1 193.1 20.250 104.2 - 116.9 104.1 116.8 
2.560 241.0 155.2 240.7 154.8 25.000 108.1 116.3 108.0 116.3 
2.890 205.7 125.6 205.2 125.0 30.250 107.9 111.8 107.9 111.8 
3.240 175.7 102.9 175.1 102.2 36.000 104.7 105.1 104.7 105.1 
3.610 150.9 86.3 149.9 85.3 42.250 99.5 97.3 99.5 97.3 
4.000 130.9 75.1 129.3 73.4 

Примечание. Колонка 1 - полное сечение с учетом релятивистских поправок по форму

лам (13), (9) и (10); 2 - полное сечение без учета релятивистских поправок по формулам (14), 
(11) и (12); 3 - полное сечение (релятивистский случай), полученное непосредственным ре

шением уравнения Дирака; 4 - полное сечение (нерелятивистский случай), полученное непо

средственным решением уравнения Шредингера. 

3. Такая зависимость от формы потенциалов проявляется в наличии или отсутствии 
эффекта Рамзауэра, а также в положении минимума в зависимости сечения упругого 

рассеяния от кинетической энергии электрона. 

Далее мы про иллюстрируем наши утверждения на конkретных примерах. 

В табл. 1 приведены результаты нашего расчета полного сечения упругого рассе
яния электрона на атоме урана с неВОЗМуШенным потенциалом Va(r), полученным с 
корреляционно-обменным членом из [11] с третьим набором параметров, с поляризаци
онным потенциалом Vp(r) из [14] и обменным потенциалом Vex(r) [15]. В табл. 1 пред
ставлены результаты в зависимости от кинетической энергии электрона Ek : первая ко

лонка - полное сечение с учетом релятивистских поправок по формулам (13), (9) и (10); 
вторая - полное сечение без учета релятивистских поправок по формулам (14), (11) 
и (12); третья - полное сечение (релятивистский случай), полученное непосредствен-
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Рис. 1. Зависимости амплитудной (а) и фазовой (6) функций от расстояния до центра 
ядра (в ат.ед.) для s-волны при кинетической энергии электрона Ek = 10-8 эВ С невоз
мущенным потенциалом Va(r), полученным с корреляционно-обменным членом из [11) 
с третьим набором параметров, с поляризационным потенциалом Vp(r) [14) и обменным 
потенциалом Ve",(r) 1151. Сплощные кривые - релятивистский расчет, щтриховые -

нерелятивистский 

ным интегрированием уравнения Дирака; четвертая - полное сечение (нерелятивист

ский случай), полученное непосредственным интегрированием уравнения Шредингера. 

Сравнение колонок один и два (три и четыре) позволяет оценить величину релятивист

ского эффекта в акте рассеяния электрона. 

Решение уравнений Дирака и Шредингера методом фазовых функций позволяет 

рассмотреть радиальную зависимость как фазовых функций бл(т) и DI(r), так и ампли
тудных функций Ajl(r) и Al(r). Если глубина эффективного потенциала V(r) (1) имеет 
порядок тс2 , то в уравнениях (9) и (10) вторые слагаемые, которыми мы пренебрегли 
при переходе к нерелятивистскому пределу к уравнениям (11) и (12), вносят вклад в зна
чения фазовой и амплитудной функций. Знание радиальной зависимости этих функций 

позволяет определить, при каких значениях радиуса-вектора r релятивистские поправ
ки играют значительную роль, как происходит набор фазы Djl(r) и тем самым оценить 
влияние формы эффективного потенциала. На рис. 1 даны графики поведения фазовой 
и амплитудной функций в зависимости от расстояния до центра ядра для s-волны при 

кинетической энергии электрона Ek = 10-8 эВ И С указанным выше выбором не воз
мущенного Va(r), поляризационного Vp(r) и обменного Vex(r) потенциалов. Сплош
ная линия - результат расчета для релятивистского случая, а штриховая линия - для 

нерелятивистского. Разрывы фазовой функции ( -1Г ::; бs ::; 1Г) И соответствующие им 

нули амплитудной функции отвечают нулям радиальных волновых функций g(r) [7] и 
f(r) [8]. Из рис. 1 хорошо видно, что эти точки для нерелятивистского и релятивистско
го случаев сдвинуты по радиальной шкале. Таким образом, релятивистские ПЩlравки 

для атома урана следует учитывать как для фазовой, так и для амплитудной функций. 

для про верки вычислений фазовой Dj/(r) и амплитудной Aj1(r) функций по форму
лам (7) и (8) вычислялись волновые радиальные функции g(r) и f(r), которые сравни
вались с теми же функциями, полученными непосредственным интегрированием ра

диальных уравнений Дирака (3) и (4) с последующей сшивкой с асимптотическими 
решениями (5) и (6), Результаты обоих методов полностью совпадают. Аналогичная 
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Рис. 2. Зависимость полного сечения упру

гого рассеяния а (в ат. ед.) от кинетической 

энергии электрона EIc для урана с поляриза
ционным потенциалом Vp(r) (14), обменным 
потенциалом Vеж(r) (15) иневозмущенным 
атомным потенциалом, полученным в рам

ках релятивистского метода Хартри-Фока

Слэтера с обменно-корреляционными потен

циалом из (10), CiSlt = 2/3 (кривая 1); из (11) 
с третьим набором параметров (кривая 2); 
из (12) (кривая З); из (13) (кривая 4); из (10), 
CiSlt = 1 (кривая 5); кривая 6 - расчет 

по нерелятивистской модели Томаса-Ферми-

Дирака (4) 

проверка проводилась для фазовой Dl(r) и амплитудной Al(r) функций в нерелятивист
ском уравнении Шредингера. 

При кинетических энергиях менее 1 эВ имеется существенное различие расчетов 
для релятивистского и нерелятивистского случаев, поскольку электрон имеет внутри 

атома характерный импульс, в величине которого существенную роль играют реляти

вистские поправки. Поэтому далее мы приводим результаты только для релятивист

ского случая. 

Некоторое различие результатов примененных нами двух расчетных методов при 

низких энергиях электрона объясняется сложностями при численном решении системы 

дифференциальных уравнений фазовым методом, тем не менее точность совпадения 

фаз, рассчитанных этими двумя методами, составляет", 0.01%, что, впрочем, приводит 
к несколько большему отличию в полном сечении рассеяния. Далее для определенности 

мы приводим результаты, полученные с помощью решения релятивистского уравнения 

Дирака фазовым методом (9) и (10). 
Рассмотрим вариации потенциала невозмущенного атома Va(r). На рис. 2 представ

лены результаты численных расчетов полного сечения упругого рассеяния электрона а 

в зависимости от кинетической энергии электрона E k для урана с поляризационным 

потенциалом Vp(r) [14] и обменным потенциалом Vex(r) [15], а неВОЗМуШенный атом
ный потенциал урана был вычислен в рамках релятивистского метода Хартри-Фока

Слэтера с различными обменно-корреляционными потенциалами. Кривая 1- слэте

ровская форма (с параметром (XSlt = 2/3); 2 - потенциал из [11] с третьим набором 
параметров; 3 - из [12]; 4 - из [13]; 5 - слэтеровская форма (с параметром (XSlt = 1); 
6 - расчет невозмушенного атомного потенциала в рамках нерелятивистской модели 

Томаса-Ферми-Дирака [4]. Из этого рисунка хорошо видно, что модельные возмуще
ния среднего атомного поля при водят к различному поведению зависимости а при ки

нетических энергиях электрона менее 1 эВ, тогда как при Ek > 20 эВ все эти модели 
дают близкие результаты. 

В табл. 2 сведены вычисления, в которых невозмушенный атомный потенциал 
Va(r) варьировался путем изменения начальной электронной конфигурации атома ура
на, причем Va(r) получен с корреляционно-обменным членом типа [11] с третьим на
бором параметров, с поляризационным потенциалом Vp(r) [14] и обменным потенци-
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алом v.,.,(r) [15]. Первая колонка - полное сечение для электронной конфигурации 

5 fi/26ctj/2 7 Si/2' вторая - для 5 Jt/26d~/2 7 Si/2' третья - для 5 !lJ26d~/2 7 Si/2' четвертая -
для 5f~/26d~/2 7S~/2' пятая -для 5Л/26dj/27siJ2' Модельные вариации среднего атомного 
поля rilxже приводят к различным значениям а при кинетических энергиях электрона 

менее 1 эВ. Orметим отсугствие эффекта Рамзауэра во всех вариантах расчетов, при
веденных в табл. 2. 

Таблица 2 
Численные расчеты полного сечения упругого рассеяния а (В ат. ед.) В зависимости от 

кинетической эиергии электрона EIc ДЛЯ урана с невозмущенным потенциалом Va(r), 
полученным с КОРРeJUlЦllонно-обменным членом [11] с третьим набором параметров, с 

поляризационным потенциалом Vp(r) [14] и обменным потенциалом v.,z(r) [15] 

Ek, а/а6 Ek, а/а6 
эВ 1 2 3 4 5 эВ 1 2 3 4 5 

10 .• 88.6 104.0 97.5 90.3 84.6 4.410 112.9 114.2 116.1 118.2 120.0 
0.010 125.3 144.9 134.2 126.2 121.1 4.840 100.1 100.8 102.1 103.5 104.8 
0.040 f28.9 217.4 199.9 190.4 191.6 5.290 90.5 91.4 91.8 92.4 92.8 
0.090 664.3 359.0 319.1 295.2 288.3 5.760 83.5 84.4 84.2 83.9 83.5 
0.165 1691.6 665.6 570.5 493.4 445.2 6.250 78.7 80.2 79.2 78.2 76.8 
0.250 1616.5 1022.4 892.7 759.6 658.5 7.840 73.8 74.8 73.1 71.0 68.0 
0.365 1213.7 1122.4 1051.7 957.0 861.3 9.000 75.4 76.0 74.1 71.8 68.5 
0.490 978.9 993.0 962.6 922.7 875.2 10.240 78.9 78.9 76.9 74.4 71.3 
0.640 818.6 838.2 821.0 803.7 784.1 11.560 83.4 82.9 80.8 78.2 75.0 
0.810 700.7 710.7 698.7 688.4 678.3 12.960 88.1 87.4 85.0 82.2 79.0 
1.000 605.1 607.5 599.1 592.1 585.7 14.440 92.7 91.8 89.4 86.4 83.1 
1.440 451.7 448.6 446.5 444.0 441.2 16.000 96.8 96.1 93.6 90.5 87.1 
2.250 283.8 282.3 285.8 288.0 289.4 20.250 104.2 104.2 102.4 99.7 96.5 
2.560 241.6 241.0 245.2 248.2 250.4 25.000 106.9 108.1 107.6 105.8 103.5 
2.890 205.5 205.7 210.0 213.5 216.1 30.250 105.6 107.9 108.8 108.4 107.2 
3.240 175.0 175.7 179.8 183.4 186.2 36.000 101.4 104.7 106.7 107.4 107.4 
3.610 149.8 150.9 154.4 157.7 160.4 42.250 95.6 99.5 102.2 103.6 104.4 
4.000 129.3 130.9 133.6 136.2 138.4 

Прuмечание. Полные сечения приведены для следующих конфигураций: колонка 

1 - 5f:/26d~/27s~/2; 2 - 5f;/26d~/27s~/2; 3 - 5f;/26d~/27s~/2; 4 - 5fi/26d~/27s~/2; 5 -

5f~/Ad1/27s~/2 

с целью определения чувствительности результатов к изменению формы поляри

зационного взаимодействия нами бьmи проведены дополнительные расчеты, в которых 

были взяты невозмущенный атомный потенциал Уа(Т), полученный с использованием 
обмеННО-IЮрреляционного потенциала [11] с третьим набором параметров и обменный 
потенциал Уе.,(Т) [15], а поляризационный потенциал брался из [14] и [5], а также были 
проведены вычисления в отсугствие поляризационного потенциала. Результаты, полу

ченные с помощью двух моделей поляризационного взаимодействия, представлены на 

рис. 3. Видно, что они хорошо согласуются друг с другом при энергиях более 1 эВ 
и сильно различаются при меньших энергиях. Приведенные зависимости сечений не 
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Рис. З. Зависимость полного сечения упругого рассеяния и (в ат. ед.) от кинетической энер

гии электрона Е,. дЛЯ урана с невозмущенным атомным потенциалом Va(r), полученным с 
использованием обменно-корреляционного потенциала [11] с третьим набором параметров, 
обменным потенциалом V.,,(r) [15] и поляризационным потенциалом Vp(r) из [14] (кри-

вая 1), [5] (кривая 2) и Vp(r) == О (кривая З) 

имеют глубокого минимума при малых кинетических энергиях, т. е. эффекта Рамзауэра 

нет. 

для определения влияния вариаций обменного потенциала нами проведены четы

ре серии расчетов, в которых применялись невозмущенный атомный потенциал Va(r), 
полученный с использованием обменно-корреляционного потенциала [11] с третьим 
набором параметров и поляризационный потенциал Vp(r) [14], а обменный потенциал 
Vex(r) варьировался. В первой, уже упомянутой, серии расчетов обменный потенциал 
брался из [15], во второй проведены расчеты без использования обменного потенциала, 
в третьей - с потенциалом из [16], в четвертой - с потенциалом Слэтера (O:Slt = 2/3). 
Результаты представлены на рис. 4. Все варианты дают совершенно разное поведение 
сечения при кинетических энергиях менее 5 эВ. Хорошо видно, что сечение крайне чув
ствительно к форме обменного взаимодействия именно при таких малых кинетических 

энергиях. Эффект Рамзауэра отсутствует во всех четырех вариантах расчетов. 

В нашей работе [18] приведены данные по численным расчетам зависимости парци
альных фаз рассеяния от кинетической энергии электрона E k в эВ для урана с использо

ванием релятивистского метода фазовых функций для всех выбранных нами вариантов 
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Рис. 4. Зависимость полного сечения упругого рассеяния (т (в ат. ед.) от кинетической энер

гlUtэлектрона Е" для урана с невозмущенным атомным потенциалом Va(r), полученным с 
использованием обменно-корреляционного потенциала [11) с третьим набором параметров, 
поляризационным потенциалом Vp(r) [14) и обменным потенциалом Ve",(r) из [15) (кривая 
1); [16) (кривая 2); Ve ", == О (кривая З) и потенциалом Слэтера [10), CIISlt = 2/3 (кривая 4) 

потенциала взаимодействия электрон-атом. 

В данной работе нами проведены расчеты, определяющие степень ортоroнальности 

волновых функций рассеиваемого и атомного (связанного) электронов. Рассмотрим ор

тогональность радиальных волновых функций с одинаковыми квантовыми числами j 
и l. Степень ортогональности радиальных волновых функций определяется интегралом 
перекрытия 

I b = 

rnjl 

J [9Ejl(r)9nlj(r) + !Ejl(r)!nlj(r)] dr 
о (23) 

где rnjl - радиус нормировки волновой функции связанного электрона, 9Ejl(r) и 
!Ejl(r) - большая и малая компоненты волновой функции непрерывного спектра рас

сеиваемого электрона, 9njl(r) и !njl(r) - большая и малая компоненты волновой функ
ции связанного атомного электрона (6). Радиус нормировки rnjl выбирался из условия 
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Tnil 

J [g;'jl(r) + 1~jl(r)] dr = 1 - 0:, (24) 

О 

где о: = 10-7. Вычисления показывают, что значение Ib превышает 1 % для электронов с 
внешних оболочек атома, энергия связи которых минимальна. В табл. 3 приводится за
висимость интеграла перекрытия lь от кинетической энергии электрона Ek для урана 

с невозмущенным потенциалом Va(r), полученным с корреляционно-обменным чле
ном из [11] с третьим набором параметров, с поляризационным потенциалом Vp(r) [14] 
и обменным потенциалом Vex(r) [15]. Первая колонка - для волны SI/2 И атомно

го электрона 7S 1/ 2 с энергией связи Еь = 4.743 эВ; вторая - соответственно для Рl/2, 

6Рl/2' Еь = 29.526 эВ; третья - для РЗ/2' 6РЗ/2' Еь = 20.627 эВ; четвертая - для dз / 2 , 
6dз / 2 , Еь = 2.776 эВ; пятая - для d5/ 2, 5d5/ 2, Еь = 94.462 эВ; шестая - для 15/2' 511/2' 
Еь = 3.225 эВ; седьмая - для 17/2' 417/2' Еь = 365.490 эВ. Другие варианты среднего 
атомного, поляризационного и обменного потенциалов дают примерно такие же мак

симальные значения Ib, но с некоторым сдвигом по Ek. 

Таблица 3 
Интегралы перекрЬПИJI lь радиальных волновых функций рассеиваемого и атомного 

электронов на n-оболочке в зависимости от кинетической энергии электрона Е/С дЛЯ ура
на с невозмущенным потенциалом V .. (r), полученным с корреляционно-обменным членом 
из [11] с третьим набором параметров, с поляризационным потенциалом Vp(r) [14] и 

обменным потенциалом V-z(r) [15] 

Ek, Ib, % Ek, Ib, % 
эВ 751/2 6Р1/2 6РЗ/2 6dЗ/ 2 5dS/2 5/т 4/7/2 эВ 751/2 6Р1/2 6р3/2 6dЗ/ 2 5dS/2 5/т 4/7/2 

10 -. 1.4 0.0 0.3 0.1 0.0 0.0 0.0 4.410 13.3 0.6 1.0 11.6 0.1 5.9 0.0 

0.010 1.7 0.0 0.3 0.2 0.0 0.0 0.0 4.840 12.4 0.6 1.0 10.4 0.1 5.9 0.0 

0.040 3.4 0.0 0.4 0.3 0.0 0.0 0.0 5.290 11.5 0.6 1.0 9.5 0.1 5.9 0.0 

0.090 4.7 0.1 0.5 0.7 0.0 0.0 0.0 5.760 7.5 0.6 1.5 8.4 0.1 4.6 0.0 

0.165 6.2 0.1 0.6 1.7 0.0 0.0 0.0 6.250 7.0 0.8 1.5 7.3 0.1 4.4 0.0 

0.250 7.1 0.2 0.7 2.7 0.0 0.1 0.0 7.840 5.3 0.8 1.3 5.0 0.1 3.9 0.0 

0.365 8.0 0.2 0.7 4.5 0.0 0.1 0.0 9.000 4.4 0.8 1.2 3.9 0.2 3.4 0.0 

0.490 8.6 0.2 0.7 6.0 0.0 0.2 0.0 10.240 3.6 0.8 1.1 3.4 0.2 3.0 0.0 

0.640 9.1 0.3 0.7 8.1 0.0 0.3 0.0 11.560 2.9 0.7 1.1 2.3 0.2 2.5 0.0 
0.810 9.4 0.3 0.7 9.6 0.0 0.4 0.0 12.960 2.4 0.7 1.0 1.7 0.2 2.2 0.0 
1.000 9,5 0.3 0.7 11.4 0.0 0.6 0.0 14.440 1.9 0.7 0.9 1.3 0.2 1.8 0.0 
1.440 23.8 0.5 1.1 17.5 0.0 2.3 0.0 16.000 1.5 0.6 0.9 0.9 0.2 1.6 0.0 

2.250 20.9 0.6 1.1 18.0 0.1 3.4 0.0 20.250 0.8 0.6 0.7 0.4 0.2 1.2 0.0 
2.560 19.2 0.6 1.1 17.7 0.1 4.0 0.0 25.000 0.4 0.6 0.7 0.2 0.2 0.8 0.0 
2.890 17.6 0.6 1.1 16.8 0.1 4.6 0.0 30.250 0.1 0.6 0.6 0.1 0.2 0.7 0.0 
3.240 16.2 0.6 1.1 15.3 0.1 5.2 0.0 36.000 0.0 0.5 0.5 0.1 0.2 0.6 0.0 
3.610 15.1 0.6 1.1 14.2 0.1 5.7 0.0 42.250 0.0 0.4 0.4 0.1 0.2 0.5 0.0 
4.000 14.1 0.6 1.1 13.1 0.1 5.8 0.0 

Взятые нами модели упругого и обменного потенциалов, хорошо описывающие 

упругое рассеяние электронов на атомах инертных газов и некоторых щелочных ме

таллов, возможно не применимы для описания рассеяния на уране. Однако мы мо

жем утверждать, что расчетный энергетический ход полного сечения упругого рассеяния 
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электрона на уране сильно зависит в области малых энергий от модели потенциала вза

имодействия. Отметим необходимость использования релятивистской модели процесс а 

рассеяния электрона на тяжелом атоме. Релятивистские эффекты особенно сильно про

являются при E k < 5 эВ для в- и р-волн. Эти обстоятельства не позволяют надежно 

прогнозировать наличие или отсугствие эффекта Рамзауэра в модели среднего потен

циала в акте рассеяния. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

для того чтобы сделать достаточно надежное угверждение о форме и величине за

висимости сечения упругого рассеяния медленного электрона на атоме урана и наличии 

или отсугствии эффекта Рамзауэра, необходим эксперимент, который позволит опре

делить теоретическую концепцию для описания процесса упругого рассеяния. Имеется 

ряд простых модельных потенциалов, которые дают довольно хорошее согласие друг с 

другом лишь при энергиях несколько десятков эВ. Более последовательные теоретичес

кие расчеты должны были бы проводиться В рамках релятивистского метода мульти

конфигурационного метода Хартри-Фока для всей системы атом плюс электрон в не

прерывном спектре, но они требуют очень больших вычислительных мощностей. Нам 

известен подобный расчет, проведенный Саха [19] для атомов некоторых инертных га
зов в нерелятивистском приближении, который требует десятков часов машинного вре

мени супер-ЭВМ типа CRAY. В нашей статье [7] из сравнения вычислений [19] се
чения упругого рассеяния на атомах аргона с релятивистскими инерелятивистскими 

расчетами, полученными в рамках одночастичной схемы с эффективным <;ферически

симметричным потенциалом, делается вывод о необходимости учета релятивистских 

поправок в описании рассеяния при кинетической энергии электрона менее 5 эВ. 

Авторы благодарят В. Ю. Добрецова за предоставление программ, без которых про

ведение численных расчетов было бы затруднительным. Частичное финансирование 

данной работы осуществлялось по гранту Российского научного центра «Курчатовский 

институг». 
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