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Рассмотрены различные методы вычисления коэффициенrов турбуленrной диффу

зии DT пассивной скалярной примеси в бесконечной однородной изотропной и стацио
нарной турбуленrной среде. Сравнение вычисленных по этим методам значений D T про

ведено для двух предельных типов турбуленrности - с б-образным спектром и спектром 

колмогоровского типа. Временная зависимость корреляторов скорости принята экспо

ненциальной. Показано, что наиболее точным методом является использование решения 

нелинейного уравнения для усредненной функции Грина с учетом вклада от четырехточеч

ных корреляторов турбулентной скорости. Сравнение результатов других более простых 
в математическом отношении методов показало, что некоторые из них также позволяют 

вычислить DT со сравнительно хорошей точностью. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

Описание переноса пассивной скалярной примеси (концентрации частиц, тем

пературы) в турбулентных средах является одной из основных проблем теории тур

булентности. Ввиду сложности точного решения задачи обычно ограничиваются 

использованием диффузионного приближения, пригодноro при крупномасштабном 

пространственно-временном усреднении поля примеси (см. подробнее в [1,2]). В 

диффузионном приближении основной проблемой является вычисление коэффициента 

турбулентной диффузии DT. Эта величина определяет в диффузионном приближении 
средний поток примеси (F(r, t) = - DT V' (n) в фиксированной точке r среды в мо
мент времени t. Вычисление DT, как будет показано ниже, связано с использованием 
обычной одночастичной функции Грина а(1, 2) точного уравнения переноса для поля 
примеси. 

Заметим, что в теории турбулентности также рассматривается несколько отличная 

задача «относительной диффузии», когда интересуются вероятностью p(R, t) расхожде
ния двух первоначально близких жидких частиц на расстояние R за время t. Функция 
p(R, t) приближенно удовлетворяет уравнению диффузии с коэффициентом диффузии 
K(R, t). Классические работы Ричардсона [3] и Бэтчелора [4,5], в основном, посвяще
ны решению этой задачи (см. также [6,7]). Точное определение K(R, t) требует знания 
двухчастичной функции Грина а(1, 2; 3, 4). Подчеркнем, что коэффициент обычной 

диффузии DT не совпадает с K(R, t). 
Задача вычисления DT непосредственно связана также со старыми проблемами 

теории турбулентности - проблемой замыкания иерархии уравнений для корреляторов 

скорости и задачей вычисления турбулентной вязкости. для решения этих проблем бы-
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ли развиты различные методы [8,9]. Эти методы существенно различны для описания 
турбулентного переноса в ограниченных средах и для случая свободной турбулентно

сти в бесконечной среде. В данной работе мы рассматриваем только последний случай, 

хотя, несомненно, пред;rшженные методы могут быть обобщены и для турбулентных те

чений в огранич.енных средах. 

Таким образом, постановка задачи следующая: имеется несжимаемая бесконе'JНая 

турбулентная среда, характеризуемая ансамблем заданных скоростей u(r, t). Турбулент
ность считается однородной, изотропной и стационарной, средняя скорость (u(r, t») = о 
и divu = О. Угловые скобки означают усреднение по ансамблю реализаций турбулентных 
скоростей u(r, t). Вследствие однородности и стационарности все усредненные величи
ны зависят от разностей координат R = rl - r2 и времен 7' = tl - t2. для определенности 
будем говорить о диффузии примесных частиц с концентрацией n(r, t). Коэффициент 
молекулярной диффузии D m обычно много меньше величины DT и в окончательных 

формулах мы будем полагать Dm = О. 
Численные значения коэффициента турбулентной диффузии DT весьма существен

но определяются явным видом парного коррелятора скоростей 

характеризуемым тalOКe обобщенным спектром Е(р, т): 

00 

(u(r, t)u(r, t + т») = J dpE(p, т). 
о 

(1) 

(2) 

Это вызвано теМ,что в перенос примеси наиболее существенный вклад дают круп

номасштабные турбулентные пульсации, которые хорошо описываются двухточечным 

коррелятором (1). Описание мелкомасштабных пульсаций требует, очевидно, знания 
четырехточечных и выше корреляторов скорости. Обобщенный спектр Е(р, т) характе

ризуется временем жизни то, волновым числом ро = 1/ Ro и скоростью ио турбулентных 
движений. Коэффициент турбулентной диффузии DT существенно зависит от этих па
раметров. Удобно представить DT в безразмерном виде 

ио- (t ) DT = -DT -,~o, .... 
РО то 

(3) 

Здесь ~o = иотоРо - безразмерный параметр, наиболее существенный для определения 

DT . Имеют место следующие оценки [1]: DT ~ и6То/3 == (uo/po)~o/3 для ~o <t:: 1 и 
DT ~ ио/Ро для замороженной турбулентности с ~o » 1. Таким образом, безразмер
ный коэффициент турбулентной диффузии DT как функция ~o сначала растет линейно 
как ~0/3, а затем монотонно стремится к не которому предельному значению DT(oo). 
Монотонность роста обусловлена тем, что увеличение параметра ~o соответствует боль

шему времени жизни турбулентных пульсаций. 

Эти предельные оценки имеют только качественный характер. для турбулентных 

течений, обладающих широким спектром энергии и CJIOжной зависимостью от времени 

т, даже сам выбор параметров ро и то неоднозначен. Только для пикообразных спектров 

Е(р, т) этот выбор более или менее однозначен. Коэффициент диффузии пт зависит 

от конкретного вида Е(р, т) в целом и необходимо иметь независимые от формального 

выбора параметров ро и то методы его вычисления. 
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в данной работе мы, в основном, будем изучать стационарные значения пт , соот

ветствующие временам t » То (или t » to = Ro/uo для замороженной турбулентности). 
В лагранжевом представлении FlО:ЛЯ скоростей уСа, t) точное выражение для коэф~ 

фициента турбулентной диффузии имеет вид [10] 

. t 

птщ = ~ J dT(v(a, t)v(a, Т»), (4) 

о 

где а - начальное положение частицы ЖИДКОСТИ или газа. Эта простая формула может 

быть использована только в тех случаях, когда известен ансамбль траекторий жидких 

частиц (В результате измерений или численного эксперимента). Как известно, В ОСН08-

ном используется эйлерово представление скорости 11(1', О, И формула (4) практически 
бесполезна для вычисления пт , так как переход от эйлеровldX скоростей 8(1', t) К ла
гранжевым у(а, t) является трудной,. до сих пор не решенной задачей. 

В эйлеровом представлении. точное выражение для пт содержит усреднение ком

понент скорости un(r, t) с функцией Грина G(rl, t!;r2, t2) == G(l, 2) [1,2}: 

t 

птю = ~. J dR J dT(un(I)G'(1,2fun(2»). (5) 

О 

Здесь и далее используем удобные обозначения: dn == drndt.,.. f(n} == f(rn,.t",J, 
Лl - 2) == f(r! - 1'2, tl - t2), R = 1'1. - 1'2, Т = С 1 - t2, а также обычное соглашениt о· 
суммировании по повторяющимея векторным И тензорным индексам. Функция Грина 

G(l, 2} является случайной функцией, зависящей от tIOmI скоростей u(r, С). Как обыч;
но, все величины мы предстaвmreм в виде суммы среднего значенм и флуктуациOfl'НОЙ 

части: 

n(r,t) = (n) + n'(r; t), G(1,.2) = (G) + G'(I, 2}. 

Эволюция примесной концентраuии. n(r; t) удовл:етворает урa.вmиию· (напомним, 
что diw = О): 

(8/8t - D m V 2} n(r,. С) = - (11(1', t)V,) n(r, t). (6) 

Функция Грина G(1,.2) ЯВJИiIetСJl р:шеииеы этого уравнении с h"-образнiыM ИC't'OЧНИ\t(ом 
(Q( .. , t) = 8(а)45{т)} .. Испшьзуя функцию Грима ат(Н,Т) ЭТОЮ уравеЮ!l'Я' бe:J члема" 
содерж:ащеГОi скорость a(",t), I1ЮЛyЧаем инrreгралъмое ~Д!W G(f,l}: 

G{1,2} = 0';"0 - 2}+ J d3G(1 - З)' (_а(з}v~3j) О(1, 2)" 

Стп; (Н,.Т) == Gm;(1- 2} = Н(т)(41rDm;тгЗ/2'ехр(-В'Z/4D ... т), 

(1) 

(8) 

Ii'ДC Н(Т} = Е для т > (} и H€T) = О .ЩIUI •. т < (). д1m тур6улemm.rocте.мий B~ orpaничсиm.IX 
li:peд;iIiX фуFПЩии. Грина ат и G{t, 1): удовдетворяюrreм иmt ииым ф81ilичJJ!.ым jCJШВШIМ,. 
FI~ обща формула (5) пр~ и в1 ЭТИХ~. ~ pc~ ~'НИSI (,6) 
в1 'Fермииах. ~ВОЙ' ~ ~.,t) дает ~ 
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подстановка которого вместе с соотношениями 

, t, 

rl = а + J d7v(a, 7) 

о 

и u(r, t) = у(а, t) в основное выражение (5) сразу же приводит к (4). 
Таким образом, различные методы вычисления DT n эйлеровом представлении сво

дятся к тому или иному выбору (или методу вычислений) функции Грина G(l, 2). Яв
ный вид стохастической функции Грина G(1, 2) как функционала от случайной ско
рости u(r, t) неизвестен. Поэтому необходимо искать пути представления G(l, 2) в ви
де ряда приближений, подстановка которого в (5) ПРИIIОДИТ к соответствующему ряду 
приближений для DT . Основным здесь является вопрос о быстрой (хотя бы и асимп

тотической для широких спектров) сходимости этого ряда для различных значений па

раметра ~o = ио70Ро· 

2. ПЕРЕНОРМИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ для ФУНКЦИИ ГРИНА 

Самое простое представление функции Грина G( 1, 2) в виде ряда заключается в ите
рировании основного уравнения (7). Подстановка этого ряда итераций в (5) приводит 
к ряду приближений для DT вида: 

_ и~70 2 4 
DT - -З- (а + b~o + c~o + ... ) . (9) 

Здесь член с ~б определяется четырехточечным коррелятором скоростей u(r, t), член с 
~~ - корреляторами 6 порядка и т. д. Из (9) видно, что таким способом можно вычи
слить DT только для ~б « 1. для турбулентности с широким спектром, типа колмо
горовского сх p-5j3, существует только первый член разложения, члены с Ь, с, ... рас
ходятся. ПЛохая сходимость ряда (9) объясняется тем, что разложение в ряд велось 
по степеням молекулярной функции Грина Gm , которая не описывает конвективный 

-характер переноса примеси турбулентностью. 

Очевидно, что необходимо получить уравнение для G(1, 2) в новой, перенормиро
ванной форме. Необходима, ;,"Тобы в этом новом уравнении уже в свободном члене 

учитывался бы конвектИвный механизм переноса примеси. Возможность написания 
такого уравнения неоднозначна и основывается на соотношениях [1] 

G(1, 2) = М(1 - 2) + J dЗМ(1- З) [( -u(З)V'(3)) G(З, 2) - J d4K(3 - 4)G(4, 2)], (10) 

М(1- 2) = Gm (1- 2) + J dЗ J d4Gm (1- З)К(З - 4)М(4 - 2). (11) 

Легко проверитъ, что подстановка (11) в (10) приводит К исходному уравнению (7). По
видимому, наиболее удовлетворительным выбором ядра К является такой, при кото
ром вспомогательная функция M(R,7) совпадала бы с усредненной функцией Грина 
(G(1, 2»). Действительно, свободный член М(1 - 2) = (G(1, 2»), по определению, опи
сывает конвективный перенос примесных частиц в турбулентной среде. Таким образом, 
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уравнение (11) для м (R, Т) должно быть зaмxнyrым уравнением для усредненной функ
ции Грина (G(1, 2)}. Стохастические уравнения (6) и (7) ЯWIЯются линейными уравне
ниями. Легко, однако, видеть, что, усредняя эти уравнения, мы не получаем отдель

ных уравнений для (n(r, t)} или (G(I,2» - всегда будут члены типа (u(1)V'n'(l) или 
(u(1)V'G'(1,2». С11ТУация аналогична той, которая возникает при выводе уравнений 
Рейнольдса для средней скорости - средние значения зависят от вклада флуктуаций, 

а те, в свою очередь, определяются распределением усредненных величин. Стремле

ние написать отдельное уравнение для {G(1, 2» npиводит к иерархии нелинейных по 
(G(1, 2)} уравнений. Подробно процедура вывода этой иерархии дана в [1]. Таким обра
зом, ядро К в (11) зависит от (G) и может быть представлено в виде бесконечного p~a 
членов со все возрастающими степенями {G}. Первый член этого ряда имеет вид 

K(l)(1 - 2) = {( -u(1)V'(l)){ G(1, 2» ( -U(2)V'(2»)), (12) 

Подстановка этого ядра в (11) приводит к npостейшему нелинейному уравнению из 
иерархии уравнений для (G(1,2)} == g(1 - 2): 

g(1- 2) = Gm (1- 2) + ! d3 ! d4Gm (1- з){u(з)V'(3)g(3 - 4)u(4)V'(4»g(4 - 2). (13) 

Это знаменитое нелинейное уравнение, предложенное Крайчнаном Е 11] и Роберт
сом [12] для описания турбулентного переноса (Direct Iteraction equation, DIA-equation). 
Впоследствии Крайчнан [13,14], сравнивая результаты численного моделирования пе
реноса npимесных частиц с решением этого уравнения, показал, что они хорошо со

гласуются друг с другом. 

Таким образом, уже первое из уравнений иерархии хорошо описывает конвектив

ный перенос частиц и может быть использовано в качестве свободного члена в пере

нормированном уравнении (10). Подстановка итераций уравнения (10) в (5) приводит 
тогда к ряду типа 

UБТо [а Ь~б ] 
пт = -3- 1 + d~O + (1 + e~0)3 + . " . (14) 

Этот ряд имеет хорошую асимптотическую сходимость для всех значений параметра 

О ::; ~O < 00. Ряд (14) можно рассматривать как аналог метода Куммера [15] улучшения 
сходимости перВ6начального ряда (9). Первый член в (14) получается при подстановке 
в (5) свободного члена М == 9 перенормированного уравнения (10). Этот член пол

ностью учитывает вклад в пт всех видов и степеней двухточечных корреляторов (1). 
Второй член в (14) описывает вклад оставшихся корреляторов четвертого порядка и 
т. д. Конечно, формально выбор ядра К в (11) произволен, но, по-видимому, физиче
ски обусловленный выбор его в виде (12) ЯWIЯется достаточно удачным. С физической 
точки зрения ясно, что вклады в пт от корреляторов скорости более высокого порядка, 

описывающие детали турбулентных пульсаций, должны быть гораздо менее значимы

ми, чем вклады ДВУХ- и четырехточечных корреляторов. 

Приведем явный вид первых двух членов ряда DT = п~) + п~) + ... , получающийся в 
результате подстановки в (5) свободного члена М = 9 и первой итерации уравнения (10) 
(мы рассматриваем здесь только стационарные значения DT при t -- 00): 

00 00 

(О) 1 J J -пт = "3 dp dT Е(р, T)g(P, Т), (15) 

О О 
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00 00 1 00 00 00 

D~) = 2~ J dpp J dqq J dp,p,(1- р,2) J dTt J dT2 J dтз х 
О О -1 О О О 

Х Е(р, Т1 + T2)E(q, 1",2 + тз)g(р, T1)g(q, тз)g (Ip + Ql, Т2) . (16) 

Здесь pq = pqp" у(р, т) является фурье-образом g(R, т) по переменной R: 

у(р,т) = J dRexp(-iрR)g(R,т). (17) 

При вычислении (16) корреляторы скорости четвертого порядка считались гауссовски
ми, т. е. принимались равными сумме всевозможных произведений корреляторов вто

рого порядка. 

Мы приводим здесь результаты расчетов D~) и D~) для двух предельных видов 
спектров - б-образного и очень широкого (колмогоровского типа): 

Е1 (р,т) = u~б(р - Ро)ехр(-т/то), 

Е2(р,т) = (uUpo)0.65159x4/(l +хI7/ З )ехр(-т/то), 
(18) 

где Х = Р/Ро. При Х ~ 1 спектр Е2 ос р-5/З, т.е. является колмогоровским. Эти ре
зультаты позволяют оценить точность предлагаемых методов для промежуточных типов 

спектров. 

Значения D~)(~o) и D~)({o) + D~)({o) представлены на рисунке. Видно, что вклад 
корреляторов скорости четвертого порядка монотонно растет от 0% при {о = о до 4.1% 
для спектра Е2 и до 5.5% для спектра Е1 при ~o = 10. Точные значения jj~) и jj~) для 
замороженной турбулентности (~o -+ 00) получены в [16], где они обозначены кaк!ti 

и g},). для спектра Е1 имеем jj~(oo) = 0.6222 и jj~)(oo) = -0.0691, т. е. поправка 1У;,) 
составляет 11.1% от jj~). для Е2-спектра имеем jj~)(oo) = 0.4359 и jj~)(oo) = -0.0291, 
т. е. для этого широкого спектра поправка меньше 6.7%. 

эти результаты показывают, что главный вклад в пт дают двухточечные корреля

торы скорости, описывающие крупномасштабную CтpYJ.."fYPy турбулентных пульсаций. 

Вклад четырехточечных корреляторов ~ 10%, что соответствует сравнительно малому 
влиянию на диффузию мелкомасштабных турбулентных движений. Интересно заме

тить, что поправка D~) < о. Это представляется физически естественным, так как 
наличие мелкомасштабных вихрей, очевидно, означает, что не все примесные частицы 

увлекаются средой на далекие расстояния. Из-за бom.шоЙ IpOмоздкости формул трудно 

оценить вклад п~) корреляторов шестого порядка, описывающих еще более мелкие ви
хревые движения. Если, однако, считать, что относител:Е.нЫЙ темп уменьшения членов 

ряда (14) хотя бы для первых ч.леиов одинаков, то макс:имальный вклад корреляторов 
шестого порядка будет ~ 1% от величины D~) ПРИ~о -+ 00. При ~o -+ О вклад всех 

D (1) D(2) 
поправок т' т' ... стремится к нулю. 

РезультaтьJ, полученные с использованием нелинейноro уравнения (13) и итераций 
перенормированноro уравнения (10), являются физически и математически наиболее 
обоснованными. Прямое численное моделирование турбулентной диффузии [13] для 
спектра Е1 это подтверждает. Поэтому мы будем считать значения D~) + D~) наи60-
лее близкими к точному DT И сравнивать результаты вычислений D T по различным 

приближенным методам именно с этими «эталонными,. значениями. 
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-------------------

--------..,.---__ --- ",-----.-0 -- '.~ ............................ -... -. _ ......... ~ -*------ , ------------

0.1 

9 ~o 10 

Стационарные 3ИачеЮUI коэффициентов турбулентной диффузии. Верхнее .семейство кривых 

со~уеТб_обра3НONIусlЮlClPу Еl(р, Т), а нижнее -СП=РУКОЗlмоropoвcкoro типа Е2(р, т). 

о 2 з 4 5 6 7 8 

=<0) =<О) =<J) 
Штриxпymcrирные кр.ийые представляют пт (~o), а Сl'IЛошные - значения пт (~o) + пт «о). 

Пуиктириые кривые дают 1Утот)({о). Штриховые и Д1Iинноштриховые кривые соответствуют ве
личинам щ)(~о) и 71:;) (00, ~o). Штрихи с двумп точками преДСТaвJIJIl()т комбинированный GЗ
мооогласоваинЪ1Й споооб П:;С')({о}. Уровни CТlpЗ]!II соответствуют каэффициенrnм птв преде-

ле €o ...... 00 (3aМQ)'Юженная турбулентмость) 

1. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИCJIEИИЯ Dт 

3.1. ИеllOJlЬ3OU1llle ,асИМlП'OТIIJI.: вeJDllleiiвoro ,ypaвиeIIIUI (13) 

Чш.ленное НaxDЖ;Ь\еИИе решений нелинейноroуравиенlUI (В) явmreтctI сравниrem.

но <СJlО:ЖlЮЙ зu.aчеЙ. Наиболее удобно ИCOOJlЬзовать~.ье-образ по R. и лаплас-образ 
по r (берем Dm = О): 

ею 

g(p,.s) = J .dIt. f dTexp( -.sт)~-iJJJl)g(p, т}, 0.9' 
о 

j(p, 8) = ['. S + ~ ] dq j dP{! - р,2) J dr Е(ч, т)у ('1, - 41, Т) ехр( -,SТ)]. -, (20) 

о -1 '!! 

ЛeгItю muJ!e'ГЬ. что ~ (20) яв.mLются непрерывной дРобью с 1lOJIОжитe.1IЬНЬD.tИ ЧJIe
нами. Эroо:maчaeт, что две последовательные итерации предсI'3J.I.7f:JIЮТ 'I'O'ПЮe '3fIaIIeШIe 
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у(р, 8) С недостатком у< (р, 8) И избытком У> (р, 8). Так, очевидно, У> (р, 8) = 1/8 пред
ставляет у(р, 8) С избытком. Подстановка этого выражения в (20) приводит к 

_ _ [+ Uбrор2 ]-1 
g«p, 8) - 8 3(8То + 1) 

Однако эти функции слишком грубо представляют точное значение У(р,8). Более точ

ное представление дается асимnтотикой у(р, 8) для р» ро: 

Уа(Р, 8) == у<(р, 8) = 2 [8 + (82 + 4и5р2/3)1/2Г1 (21) 

Подстановка (21) в (13) приводит к у>(р, 8): 

У>(р,8) = [8 + ~ 1 dq 1 dr j dJ.L(1- fJ})E(q,r)y< (Ip _ ql,r) eXP(_8t)]-1 
о о -1 

(22) 

Среднее значение Ут = (У< + g»/2 сравнительно хорошо представляет точное зна
чение g. Подстановка gm В (5) дает для случая Е(р, -т) = Е(р)ехр(-т/то) следующее 
выражение: 

П!;)({о) ~ ~ 1 dpE(P) {2 [1 + (1 + 4U~Tlp' /з)'/'г' + 

+ 1+ - dqE(q) dJ.L . [ ( РТО)2/00 /1 1-м2 ]-1} 
2 о -1 1 + (1 + и6T,~(p - q)2/з)I/2 

(23) 

Вычисление DT по этой формуле не представляет затруднений. 

Результаты вычислений D~m\~o) для спектров (18) представлены на рисунке (пунк
тирные кривые). Видно, что для обоих спектров кривые D~m) близки к значениям 
D~) + D~). для спектра Е2 (р, -т) максимальное отличие ~ 12% наблюдается при ~o ~ 5, 
а для ~o - 00 оно уменьшается до 4%. для случая пикообразноro спектра Е1 (р, -т) 
максимальное отличие ~ 13% имеет место при ~o - 00. 

Таким образом, сравнительно простая формула (23) представляет D T достаточно 

удовлетворительно, особенно для замороженной турбулентности с широким спектром. 

По-видимому, можно найти более точные приближенные формулы для функции Грина 

g(R, -т) и использовать их для вычисления D T . 

3.2. Самосогласованный способ 

МьТ уже говорили, что крупномасштабные турбулентные движения дают наиболь

ший вклад в DT. С другой стороны, для таких масштабов функция Грина (G(l, 2») 
хорошо описывается диффузионной формулой (8), где вместо D m надо брать сумму 

D = D m + DT ~ DT . Поэтому естественно использовать в (15) в качестве у(р, -т) 
диффузионное выражение у(р,т) = exp(-D~)p2r) с неизвестным пока коэффициен
том диффузии D~)(~o): 

00 00 

D~)(~o) = ~ / dp / dr Е(р,т)ехр [-D~)(~o)p2r] . (24) 

о о 
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Выражение (24) является нелинейным уравнением для нахождения самосогласованного 
D~)(~o). По-видимому, впервые это выражение было предложено в работе [17]. 

Результаты вычислений D~)(~o) представлены на рисунке (штриховые линии). для 
б-образного спектра Е1 (р, Т) максимальное отличие от D~) + D~) составляет 15% при 
~o = 3, а затем различие уменьшается (9.5% при ~o = 10 и 4% для ~o -+ 00). для широ

кого спектра Е2 (р, Т) различие больше - 19% ,17% и 15% соответственно для ~o = 3,10 
и 00. для многих случаев и такая точность является вполне приемлемоЙ. 

3.3. Комбинированный самосогласованный способ 

Более точный результат дает способ, в котором для р ~ р. используется диффузи

онная функция Грина g(p, Т) = exp(-D~а)р2т), а для р ~ р. - асимптотика (21). для 
спектров Е(р, Т) (х ехр( -Т /то) такой комбинированный метод дает 

Р. 00 

D (sa) - То J d Е(р) 2то J d Е(р) т - - р + - p-----'---~;7 
3 о 1 + D~a)p2TO 3 Р. 1 + (1 + 4р2и6тt/З) 1/2' 

(25) 

Условие непрерывности комбинированной функции Грина в точке р. дает 

(26) 

Результаты вычислений по этому методу для спектра Е2(р, Т) даны на рисунке 
(двухточечно-штриховая кривая). Видно, что этот метод дает значения более близкие к 

D~) + D~), чем чисто самосогласованный метод. для б-образного спектра Е1 (р, Т) этот 
метод совпадает с чисто самосогласованным методом. 

3.4. Самосогласованиый метод с зависящим от времени коэффициентом диффузни 

Стационарные значения DT(~O) можно вычислять также как предел t -+ 00 завися

щего от времени коэффициента турбулентной диффузии DT(t, ~o). Самосогласованный 
способ вычисления DT(t, ~o) следует из (5), если в качестве функции Грина взять диф
фузионную функцию Грина с зависящим от времени коэффициентом диффузии. В 

итоге получаем 

00 t [ t ] D~)(t, ~o) = ~ J dp J dT Е(р, Т) ехр - J dT' D~)(T', ~0)p2 
О О О 

(27) 

Если здесь взять D~\t, ~o) == D~)(~o) и устремить t -+ 00, то (27) переходит в (24). 
Величина D~)(t, ~o) принимает свое стационарное значение, если t » то для ~o « 1 и 
t » to = l/uoPo для ~o » 1, Т.е. процесс определяется наименьщим из характерных 
времен. 

Результаты вычислений D~)(oo, ~o) даны на рисунке (длинный штрих). Видно, что 
для ~o ~ 1 кривые практически совпадают с D~) + D~). Затем разница увеличивается 
монотонно и для ~o = 10 достигает 23% для б-образного спектра Е1 (р, Т) И 15% для 
широкого спектра Е2 (р, Т). В пределе ~o -+ 00 различие еще больше, соответственно 

~ 48% и 17%. Сравнение формул (24) и (27) показывает, что D~)(t, ~o) > D~)(~o). 
Рисунок это подтверждает. Значения D~) + D~) лежат между кривыми D~\oo, ~o) и 
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D~)(~o), которые можно рассматривать как верхний и нижний пределы для реального 
коэффициента турбулентной диффузии пт(~o). Более того, среднее значение D~m) = 

= (D~)(oo,{o) + п~)({o») /2 этих коэффициентов представляет D~} + D~ с Очень хо
рошей точностью. для широкого спектра Е2(р, Т) отличие этого среднего от D~) + п~) 
составляет 3%, 1.5% и 1.2% соответственно для {о = 5,10' и 00, т. е. D~m) в этом случае 
даже точнее, чем п~т). Однако для б-образноro спектра E1(p, Т) различие больше и 
составляет 0.1%, 7% и 25% соответственно для тех же значений ~o. для этого спектра 
при {о > 10 более точным является значение п~)({o). 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Сравнение рассмотренных выше методов приводит к следующим выводам. 

1. Метод, основанный на численном решении нелинейного уравнения (13) и ите
рации перенормированноro уравнения (10), является наиболее точным методом вычис
ления коэффициентов турбулентной диффузии. 

2. Из всех рассмотренных приближенных методов наиболее точен и предпочти

телен способ, основанный на использовании приближенноro выражения для решения 

нелинейного уравнения (13) и дающий выражение (23). 
3. для турбулентности, характеризуемой широким спектром, среднее значение 

п~т) стационарного инестационарного самосогласованных значений D T также пред
ставляет пт({о) с хорошей точностью. 

4. Все рассмотренные методы можно обобщить для вычисления нестационарных 

коэффициентов диффузии DT(t, {о). для малых времен хорошим приближением ЯВЛЯ
ется DT(t, {о) ~ t/3to вплоть до t/to ~. {о для турбулентности с {о ~ 1 и вплоть до 
t/to S 1 для ~o » 1. Напомним, что величина to = 1/uо:ро ~ Ro/uо. При ~й« 1 вели
чина Dr(t,{o) достигает стационарного значения при t/tIJ ~ 2-3, а для ~o » 1 - при 
t/to ~. 10-20. 

Автор блaroдарит Фонд фундаментальных исследований Российской академии наук 

за поддержку работы. 

Литература 

t. Н. А. силантьев, ЖЭfф 181" 1216, (Jj99;2). 
Д_ А. Х. DoJgiпоу a:ud N. А Si1ant"e\.\ Gщmуs. Astropl:tys. Яша Dyu. 63" 139 tI99Z). 
] .. F .. RicharUsoa" ProtI:. R.. SQC. l.cm.d. Ser .. А 110, 209 от). 
4. G,. К. Вatehelor" PJoc. Cambridge Philosoph,. Soc~. 43, 345 (1952). 
5. Survey in МVeJшnirt:s; ed. b~ G. К. 8atcbeh>t. Caт~ Uшvar_ Pres&, сamtnidge ~r956)j, р. 352. 
6. Н. G. Е. H~ ami 1 .. J1roIi:aceia, PIi1ys. Rev. А 29, 14'6t (1984) 
Т. А. С •. Моиии. А .. М. Jbлом. СJrIIl1rUШmшteCКая, гuдр.tМltlXalf/ЖQ:. т. L,. Z" H~ Мoama, ~li967}. 
8. TUI!fJuIe/IC/l; 00 .. Ьу; Р. Вirad8Ьa.w, SprU:tpr v'a:Ja&, ВctrIШ 'h9!7c1J~. 
91. Е •. 1N! •. Pat:ka:, C~ ~tkft. Cfaretuli:m pmss;, ~ (19il,}. 

~0" G. 1" 1'illylor" Prot:.. Lom:[ Мath. SФc. А 11, 196, (192:t). 
L ю. R.. Н. Jtraichnan:, ]. Fluid Мecl't. S~ 497 (1959), 



ЖЭТФ, 1997, 111,. выn. 3 

12. Р. Н. Roberts, J. Fluid МесЬ. 11, 257 (l961). 
lЗ. R. Н. Кraiсhnan, Physics of Fluids 13, 22 (1~70). 
14. R Н. Кraichnan, J. Fluid МесЬ. 11,. 385 (1977). 
15. Г. М. ФихтентоJIЬЦ, Курс .маmе:маmu'Сес"ого tl1ftlJШ3а,. Т. 2, Физматгиз, Мосхва (1962). 
16. N. А Silant'ev,. Geophys. Astropbys. Fluid Dyn. 75, 1&3 (1994). 
17. R. Phythian and W. D. Curtis, J .. Fluid МесЬ. 89, 241 (197&). 




