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Рассмотрены различные аспекты WIИЯНИЯ внешнеro MarнIIТПoro поля на турliулентно 

двюкущуюся проводящую ЖИДКОСТЬ. При малых Marннтныx ПОЛЯХ найдено распределение 

электрических величин (как электрическое поле, так и ток при этом отличны от нуля). 

для очень больших Marннтныx полей показано, что турбулентное движение приобретает 

двумерную структуру. В случае температурно-стратифицированной среды при наличии 

турбулентноro потока тепла описан эффект ПОЯWIения составляющей электрического тока, 

перпеНдИКУЛЯРНОЙ потоку и MarннтнoMY полю. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема описания магнитогидродинамического турбулентного движения включа

ет два сорта задач. С одной стороны, она касается, например, генерации магнитных 

полей при турбулентном движении проводящей жидкости (такого рода эффекты име

ют важнейщее значение для различных астрофизических приложениЙ). Соответству

ющий математический аппарат при этом сводится к системе уравнений, содержащей 

как гидродинамические уравнения движения (включающие поренцеву силу иВ]) и не

разрывности, так и все уравнения Максвелла [1]. С другой стороны, изучение магни
тогидродинамического турбулентного движения в каналах различных МГД-устройств, 

а также исключительно важная задача об изменении свойств турбулентного движения 

как такового под воздействием внешнего поля приводит к ситуациям, когда оказыва

ется возможным пренебречь флуктуирующим магнитным полем. Такая возможность 

связана с малостью магнитного числа Рейнольдса, 

где Rem = vL/Vm (v - порядок значения гидродинамической скорости, L - харак

терный размер задачи, V m - магнитная вязкость жидкости). В этом так называемом 

безындукционном приближении уравнение Максвелла 

дВ 
rotE =-at 

в случае однородного внешнего поля В сводится к rot Е = О, так что электрическое поле 
потенциально: 

Е = -'V<p. 
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С учетом закона Ома j = О'(Е + [уВ]) и условия неразрывности электрического тока 
divj = О это приводит К уравнению (при постоянной проводимости жидкости) 

(1) 

Уравнение (1) вместе с гидродинамическими уравнениями движения и неразрыв
ности (мы рассматриваем несжимаемую жидкость, divv = О) составляет, таким образом, 

полную систему из пяти уравнений для определения пяти неизвестных функций - трех 

компонент скорости, давления и электрического потенциала <р, а компоненты электри

ческого тока при необходимости могут быть определены из закона Ома. 

Поскольку решение указанных уравнений не может быть получено в сколько-ни

будь общем виде!), для исследования соответствующих явлений обычно используются 
дополнительные полуэмпирические гипотезы или формальные предположения. Следу

ет отметить здесь, что последние зачастую бывают неверными; например, в литературе 

иногда встречается утверждение, согласно которому при Rem «: 1 можно положить 
Е = О [2,4]. Бессодержательность этого условия может быть очевидным образом проде
монстрирована с помощью уравнения (1): решение задачи при этом сводится к триви
альному случаю покоящейся жидкости [5]. В то же время экспериментальные данные 
показывают, что наложение внешнего магнитного поля на первоначально изотропную 

турбулентность (в проводящей жидкости) приводит к целому ряду нетривиальных эф

фектов. Ниже исследованы распределение электрического тока (и поля) в случае ма

лого значения В, образование двумерной турбулентности в противоположном случае 

больших магнитных полей, а также некоторый «нечетный» эффект, имеющий место в 

температурно-неоднородной проводящей жидкости при наличии турбулентного потока 

тепла. 

2. СЛАБЫЕ МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ 

«Малость» магнитного поля должна определяться какой-либо безразмерной вели

чиной; в рассматриваемом случае она соответствует малости отношения величины силы 

Лоренца jB к величине нелинейного по v члена в гидродинамическом уравнении дви
жения, pv2 / L, так что 

O'B2L -- «: 1, 
pv 

где О' и В отличны от нуля; при этом, разумеется, должны выполняться неравенства 

O'L/c€o ~ 1 и, тем более, O'L/v€o ~ 1, обеспечивающие квазистационарность элек
тромагнитного поля (см. [1], § 58). Интересуясь распределением электрического поля, 
можно при этом полностью пренебречь влиянием лоренцевой силы на движение, по

скольку, как легко видеть, соответствующие поправки к электрическому полю своди

лись бы к высшим по В порядкам в разложении (Е2) по степеням В (здесь и далее 

1) Кроме тех случаев, которые сводятся к задачам на устойчивость ламинарного течения и воз
никновение турбулентности (2) или связаны с ВЫРОЖдением турбулентности, когда нелинейными 
членами В уравнениях гидродинамики можно пренебречь (3). 
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угловые скобки отвечают статистическому усреднению). Поскольку в однородном по

ле В, наложенном на изотропную турбулентность, распределение Е должно быть также 

однородным, а статистические средние должны совпадать со средним по объему (отно

сительно эргодичности гидродинамических полей см. [6]), в силу известного равенства 

и с учетом превращения интеграла по объему от div( ... ) в поверхностный имеем 

(2) 

Поскольку решение (1) имеет вид 

1 / dЗr <р(х) = -- &J(x + r)-, 
1г r (3) 

I.IJ = rotv, 

получаем из (1)-(3) 

(4) 

(здесь и далее подразумевается суммирование по повторяющимся строчным латинским 

индексам). Рассматривая однородное магнитное поле, направленное вдоль одной из ко

ординатных осей, В = (О, О, Вз ), Вз == В, и учитывая известные соотношения для сред
них значений от произведений производных скорости по координатам [7], можно (4) 
привести к виду (при очевидной престановочности операции усреднения и интегриро

вания) 

(Е2 ) = :: (/ wз(х)wз(х + r) d:r) = 

в2 / [ a2bii (r) ] dЗr 
= 41Г -.Mii(r) + ~ + ~Ьзз(r) -:;:-. (5) 

В изотропном случае тензор двухточечной корреляции скорости bij выражается че
рез продольный bLL и поперечный bNN скаляры, зависящие от r [7]: 

т·т· 
bij(r) = [bLL(T) - bNN(r)] ~ + ЬNNбij , 

Т 

где бij - символ Кронекера. С учетом последнего выражения имеем 

так что выражение в квадратных скобках в (5) превращается в (-1/3)"\72(ЬLL + 2bNN). 

Таким образом, 
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После интегрирования по углам это дает (для краткости полагаем bLL + 2bNN = А) 

( (0) В2 д2А дА В2 00 дА 00 дА (Е2 ) = --] (Т- +2-) dr = -- 2AI +Т -1 -J-dr . 3 дт2 дт 3 о дт о дт 
о 

(6) 

Для вычисления соответствующих величин в (6) следует учесть, что корреляцион
ные функции убывают при r ----; 00 во всяком случае не медленнее, чем r- S (это является 
следствием конечности инварианта Лойцянскоro, связанного с сохраняющимся момен

том импульса [8]); следовательно, окончательный результат имеет вид 

(7) 

так как Ь LL (О) + 2Ь N N (О) есть просто средний квадрат скорости турбулентного движения. 

Из (7) видно, что энергия электрического поля пропорциональна кинетической энергии 
жидкости и в рассматриваемом случае не связана со средним квадратом вихря в том 

смысле, что в (7) не содержится какого-либо множителя, имеющего размерность длины 
(в противном случае правая часть (7) включала бы некоторое характерное значение дли
ны, отвечающей соотношению между (rotV)2) и (у2), вопреки часто встречающемуся 
утверждению о том, что (Е2) определяется мелкомасштабными движениями, дающими 
основной вклад в (rotV)2) (см. [9]). 

Вычисляя аналогичным образом средние значения величин ([ув])2 и (Е[уВ]), легко 
убедиться в том, что средний квадрат тока отличается от (7) постоянным множителем, 
так что в рассматриваемом случае отличны от нуля как электрическое поле, так и плот

ность тока j. Понятно также, что эти утверждения остаются в силе, вообще говоря, при 
произвольных (но не слишком больших значениях В). Выше уже было сказано, что вы

бор тривиального решения уравнений Максвелла, Е = О, при турбулентном движении 
про водящей жидкости лишен каких бы то ни бьmо логических оснований; в следующем 

разделе, однако, будет показано, что при достаточно больших значениях В реализует

ся другой специальный случай, j = О, который сводится к двумерному турбулентному 
движению. 

З. СИЛЬНЫЕ МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ. ДВУМЕРНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСГЬ 

При достаточно больших значениях В, когда неравенство (f В2 L / pv « 1 не выпол
няется, пренебречь влиянием магнитного поля на турбулентность в проводящей жид

кости становится уже невозможно, и все соответствующие величины принимают ани

зотропный характер. -При однородном магнитном поле в пространстве имеется лишь 

одно выделенное направление, и тензор двухточечной корреляции скоростей должен 

быть осесимметричным: 

где л = В/В - единичный вектор, направленный вдоль В, а\, . .. ,as - функции от 

т2 и rЛ. Разумеется, и уравнения, включающие bij (и соответствующие трехточечные 
моменты), и обобщающие уравнения Кармана-Ховарта могут быть получены сравни

тельно легко также и в рассматриваемом случае, однако их решение представляется еще 
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более трудной задачей, чем решение уравнения Кармана-Ховарта. С другой стороны, 

физически наиболее интересным является вопрос Q том, каков характер анизотропии 
турбулентности при достаточно больших значениях магнитного поля, при которых вы

полняется неравенство обратное приведенному в разд. 2: 

(j'B 2L --» 1. 
pv 

(8) 

Важность этой проблемы связана с тем', что, как показывают опытные данные [10), 
для Rem « 1 при выполнении указанного неравенства турбулентное движение стано
вится двумерным со скоростью, направленной перпендикулярно магнитному полю; та

кое движение обладает целым рядом нетривиальных особенностей, отличающих его от 

трехмерного (см. [11,12). Здесь необходимо отметить также, что, как показано в [1), 
двумерное турбулентное движение, перпендикулярное внешнему полю, имеет место и в 

обратном предельном случае Rem » 1, поскольку при этом уравнение генерации поля 
выполняется тождественно. Представляется очевидным, что наилучший путь теорети

ческого достижения этих результатов должен бьm бы заключаться в решении соответ

ствующих уравнений. Поскольку это оказывается невозможным, для получения указан

ного результата обычно используются какие-либо дополнительные соображения [11,13) 
или численные экспериментыI' см., например, [14). Как правило, эти соображения опи
раются на аналогию с движением жидкости во вращающейся системе отсчета, при ко

тором имеет место так называемая теорема Праудмена-Тейлора [15). 
В то же время качественные «механические. соображения указывают во всяком 

случае, каким образом МГД-взаимодействие обусловливает стремление к двумерности. 

Действительно, рассматривая недеформируемую плоскую замкнутую линию электри

ческого тока во внешнем магнитном поле, легко заметить, что взаимодействие пово

рачивает плоскость контура с током до тех пор, пока она не установится перпендику

лярно магнитному полю. Ясно, однако, что в жидкости не существует недеформируе

мых контуров с током, и указанные соображения не' могут считаться доказательством 

обсуждаемого результата. Таковое могло бы содержать получение каких-либо локаль

ных соотношений, являющихся следствием гидро- и электродинамических уравнений 

и приводящих к двумерности. 

С целью выбора этих соотношений, имея в виду (8), можно пренебречь в уравнении 
движения членом p(v"il)v по сравнению с лоренцевой силой. Считая, что производная 
8v / Bt также мала, и пренебрегая этой производной, получим 

-"ilp+ UB) = о, (9) 

что полностью аналогично исходному для вывода теоремы Праудмена-Тейлора соотно

шению (с той лишь разницей, что последнее содержит член, пропорциональный [va) 
вмесТо UB). Заметим здесь, что, как и в случае теоремы Праудмена-Тейлора, выпи
сывание (9) без 8v / Bt не может быть обосновацо строго и является по сути предполо
жением. Применяя операцию rot к (9), с учетом однородности В и неразрывности тока 
получаем 

(B"il)j = о. (10) 

в случае теоремы Праудмена-Тейлора было бы (a"il)v = о, и двумерность движения 
оказалось бы обеспеченной; в рассматриваемом случае (10) требует дополнительного 
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обсуждения. Считая, что В направлено вдоль оси Z, и замечая, что уравнению (10) 
удовлетворяют все компоненты плотности тока, имеем 

8jz = О 
8z . (11) 

Поскольку [уВ] вообще не вносит вклада в z-компонентутока, последняя связана только 

с напряженностью электрического поля Е (точнее, с ее z-компонентой); таким образом, 

при отсутствии разности потенциалов вдоль z в силу (11) имеем просто Е., = О (или, 
равносильно, j z = О), и распределение тока и электрического поля является двумерным. 
В силу этого вектор rotj направлен вдоль z, так что из потенциальности Е и закона Ома 
легко получить 

(BV')v = k-ф(х, у, t), 

где k - единичный вектор вдоль z, 'ф - функция, не зависящая от z. Из последнего 
соотношения следует 

8vx = О 
8z ' 

8vy = О 
8z ' 

8vz 
8z = 'Ф(х, у, t). 

Поскольку скорость V z должна быть во всяком случае ограничена, 'Ф(х, у, t) обращается 
в нуль, так что имеем 

v=(vx,Vy), divv=O, 

а уравнения движения также, как легко видеть, превращаются в двумерные. Поскольку 

фактически оказывается rotj = О и распределение тока в этом случае соответствует ми
нимуму джоуле вой диссипации (см. задачу 3 к § 21 в [1]), можно сказать, что переход к 
двумерной структуре турбулентности в проводящей жидкости под действием однородно

го поля оказывается эквивалентным выполнению требования минимизации джоулева 

тепловьщеления. Наконец, рассматривая физически интересный случай непроводящих 

границ (отсутствия тока на границе), из divj = О и rotj = О в силу теоремы Лиувилля 
имеем также и j = О. Последнее просто означает, что электрическое поле связано со 

скоростью соотношением Е = -[ув], так что магнитное поле уже не взаимодействует с 
образовавшимся двумерным движением. 

• В заключение этого раздела необходимо оговорить, что перечисленные результатыI 
имеют место в тех случаях, разумеется, когда это допускается граничными условиями. 

В реальной ситуации это означает, что соответствующие эффекты следует рассматри

вать на большом расстоянии от границ, нормаль к которым параллельна полю; эти 

расстояния должны, по крайней мере, значительно превышать основной масштаб тур

булентного движения. 

4. УСРЕДНЕНИЕ ЗАКОНА омА ПРИ НАЛИЧИИ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА ТЕПЛА 

Описанные в предьщущих разделах результаты имеют место в температурно-одно

родной среде, если же распределение температуры неоднородно, то ее флуктуации, обя

занные своим происхождением турбулентности жидкости, могут коррелировать с флук

туациями скорости. Ниже показано, что наличие такой корреляции при учете зависи

мости проводимости среды от температуры ведет к нетривиальному эффекту, который 

может наблюдаться в соответствующих экспериментах. 
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При описании движения проводящей жидкости обычно приходится пользоваться 

некоторыми усредненными значениями соответствующих величин. При малых магнит

ных числах Рейнольдса в безындукционном приближении это, в частности, относится 

к величинам, фигурирующим в законе Ома, в котором проводимость заменяется ее эф

фективным значением, зависящим от распределения пространственно-временных не

однородностеЙ. В случае турбулентного движения жидкости усредненный закон Ома 

имеет вид 

(j) = (а)(Е) + (О') [(у)В] + (а/Е/) + (а/[уВ]) (12) 

(в последнем выражении штрихи относятся к пульсациям соответствующих величин, 

эффект Холла для простоты не рассматривается). 

Величина (а/Е/) включает в себя также и составляющую (a/E~,), обязанную своим 
происхождением наличию неоднородности электрическоro поля в среде с неоднород

ной проводимостью даже при отсутствии движения (в некоторых случаях вычисления 

соответствующих эффективных значений проводимости MOryт быть проведены до кон

ца [16]). Поскольку в рассматриваемой ситуации значение 0'/ мало (см. ниже), величина 
E~, также мала и ею можно пренебречь по отношению к флуктуациям поля Е/, опреде

ляемым турбулентным движением при однородной проводимости. Действительно, при 

наличии малой неоднородности проводимости соответствующее возмущение электри

ческого поля E~, является некоторым функционалом от 0'/, таким что члены нулевого 

по 0'/ порядка в нем отсутствуют. Таким образом, величина a/E~, имеет порядок по 

малой величине 0'/, во всяком случае, выше первого; в то же время определяемая тур

булентным движением величина Е/ не мала, так что а/Е/ имеет первый порядок по 0'/. 

Разумеется, при произвольных значениях соответствующих величин вычисление 

(а/Е/) и (а/[у/в]) не представляется возможным. Однако, как следует из предыдущих 

разделов, при не слишком больших В это величины одного порядка и того же поряд

ка, вообще говоря, их сумма. При наличии турбулентного потока тепла q оказывается 
возможным точное выражение составляющей (а/[у/В]) через величину этого потока. 

Из самого вида выражения для этой составляющей тока легко усмотреть, что она 

может быть отличной от нуля только в том случае, когда отлично от нуля среднее зна

qение величины а/у/. Поскольку, например, для плазмы проводимость зависит от тем

пературы (в пренебрежеffИИ неравновесными эффектами и слабой зависимостью от да

вления [17]), следует писать 0'/ == а/(Т/), причем знаки 0'/ и Т/ совпадают. 

Таким образом, при отличии от нуля величины (Т/У) величина (а/У) также, вооб

ще говоря, отлична от нуля. В случае, когда Т/ «Т (среднее значение температуры), 
который и имеет обычно место на практике, это утверждение становится точным, по

скольку 0'/ = (da / dT)T' и 

/0'/ ) da 
(а/у) = \ Т' Т/у/ = dT (Т/У). (13) 

Вспоминая теперь, что величина (Т/у/) есть не что иное как (с точностью до мно

жителя) турбулентный тепловой поток [6], 

q = РСр(Т'У) , 

имеем для дополнительного вклада в плотность тока 

. (//) dal 
JO" '" О' [у В] = dT -[чв]. 

РСр 
(14) 
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Соответствующая этому значению плотности тока эдс есть 

Указанный эффект может быть продемонстрирован в лабораторных условиях с исполь

зованием, например, водного раствора NaCl, для которого величина (1/ a)(da / dT) имеет 
порядок 10-2 К-'. Тогда для q '" 10 Вт/см2 , В '" 1 Тл имеем индуцированное элек
трическое поле", 10-3 В/см - величину вполне доступную для измерений. 

Укажем кроме того, что формально аналогичные выводы могут быть сделаны для 

случая Re7n » 1, так что фактически имеет место некоторый дополнительный к а-эф
фекту [18] механизм генерации крупномасштабных полей при турбулентном движении. 
Рассмотрение его, однако, значительно сложнее, чем приведенное для Re7n « 1, по
скольку при отличии от нуля флуктуаций магнитного поля В' следовало бы учитывать 

также и тройную корреляцию в (12), именно, величину (а'[У'В']), которая при Re7n » 1 
не является малой. 
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